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Aufgabe 1:

a) Die Formel fiir die Fouriertrafo ist aus der Vorlesung und der Zentraliilbung bekannt.
Somit folgt fiir die F'T":
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wegen sina = (€' — e7') folgt:
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Fiir k = 0 ergibt sich wegen der Linearitét des sinus bei kleinen Werten: sina = «, dass:
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b) Fiir die Bestimmung der FT gibt es zwei mogliche Wege. Entweder man berechnet
das Integral einfach analytisch, oder man wendet einen kleinen Trick an, in dem man die
e-Funktion als Kombination von cos + 7 - sin darstellt:
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Da der sin punktsymmetrisch um 0 ist (ungerade Funktion) und die e-Funktion aufgrund
des Betrages im Exponenten fiir die negative und die positive Halbachse die gleichen Werte
gibt, fallt der sinus-Anteil bei Integration von —oo bis oo weg. Der cosinus-Anteil hingegen
kann aufgrund der Symmetrie des cos auf zweimal das Integral von 0 bis oo vereinfacht

werden:
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Dieses Integral kann man mit Hilfe folgender Formel (z.B. Bronstein) 16sen:
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Aufgabe 2:

Der Trick an der Losung ist, sich hier nicht die F'T selbst, sondern deren Ableitung anzu-
sehen:
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mit F(0) = o (aus Bronstein: \/%7 [ e 22 = o) folgt das Ergebnis:
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Die FT einer Gaufidichte mit der Varianz o? ist also wieder eine Gaufidichte, jedoch

mit der Varianz o~ 2.
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Aufgabe 3:

Die Superposition vieler Partialwellen lasst sich schreiben als:
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Der Ubergang zum Integral ist einfach:
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a) Berechnen wir das aufgestellte Integral:
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Das Integral ist nun genau die Fourierriicktransformation einer Gauf3funktion, wie wir sie
in Aufgabe 2) berechnet haben. Damit folgt:
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Die Einhiillende e 2.7 hat das Maximum bei x = 0. Die Halbwertsbreite (FWHM = Full
Width at Half Maximum) lasst sich wie folgt bestimmen:
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= FWHM = 20/2In2 = 2.360 (9)

b) Betrachtet man wieder das Wellenpaket in seiner urspriinglichen Darstellung und sub-
stituiert £ = x — ot:
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so kann im dispersionsfreien Medium v = % das Wellenpaket f(x,t) dargestellt werden als
ein ruhendes Wellenpaket f(£,0):
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Das Paket bewegt sich also mit der Geschwindigkeit v in x-Richtung, behélt aber seine
urspriingliche Form.

¢) Wir machen die gleiche Ersetzung wie in Aufgabenteil b) und erhalten lediglich einen
komplexen Faktor vor dem Integral:
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Das Wellenpaket bewegt sich also mit der Gruppengeschwindigkeit v, = £ in x-Richtung.

Die Einhiillende behélt abermals ihre Form bei, jedoch ist die Phasenbemehung der Partial-
wellen nicht konstant. Der Faktor a bewirkt eine Phasenverschiebung relativ zur Einhiillen-

den.
d) Wir beginnen wieder mit dem Integral, miissen aber nun die Form des Gaufschen

Wellenpakets mit beriicksichtigen:
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Das Integral ist wieder die Fourierriicktransformierte einer Gauflfunktion. In Aufgabe 2

hatten wir gefunden, dass:
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In dieser Aufgabe entspricht
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Setzt man dies ein, so folgt direkt:
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Im letzten Schritt wurde verwendet, dass eine komplexe Zahl z = |z|e’®, wodurch alle kom-
plexen Anteile, die lediglich eine relative Phasenverschiebung der Partialwellen zur Folge



haben, in den Faktor e?*® gesteckt wurden.

Man erkennt also, dass das Zentrum der Einhiillenden zentriert ist um £ = 0 im mitbeweg-
ten System. Aber die Halbwertsbreite vergroflert sich mit der Zeit, wobei die Amplitude
kleiner wird. Vergleicht man die Gaufldichten, so sieht man, dass die Funktion nun eine
zeitabhingige Halbwertsbreite hat von FWHM = 2.36(c? + 43*t>0~2). Zudem sieht man:
Je schmaler das urspriingliche Wellenpaket war, um so schneller 1lauft es auseinander. Die
Abbildung unten zeigt die Welle zum Zeitpunkt 0 und zu einer Zeit t.
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Aufgabe 4:
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Mit den Bezeichnungen aus der Zeichnung und h = d sowie @ = o und der Verwendung
des Snellschen Brechungsgesetzes:

o sina =mn,sinf = [ = arcsin(—sina)
w

o 1 =d-tana

e 1y=4d-tanf

Einsetzen der Relationen ergibt das Ergebnis:
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