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Aufgabe 1 (%)

Berechnen Sie die Fouriertransformierte F'(k) der Funktion

flz) = e
und skizzieren Sie f(x).
Losung:
FU@)®) = o= [ s

Die Integration wird aufgeteilt:
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Skizze von f(x):




Aufgabe 2 (%)

2
Berechnen Sie die Fouriertransformierte F(w) einer Gaufischen Funktion E(t) = e(~2:7) und
skizzieren Sie beide Funktionen fiir o = 2. Welche Aussagen kénnen Sie iiber die Eigenschaften
der Fouriertransformierten machen? Welche Halbwertsbreite haben die beiden Funktionen?

Losung:

B = g [ e

1 > 2 ) t2
- e 20 cos(wt)dt — —— 6_% sin(wt)dt =

Der zweite Ausdruck entfillt, da die Integration iiber den gesamtent Bereich bei einer ungeraden
Funktion 0 ist. Also:

E(w) / e~ cos(wt)d \/7/ e~ % cos(wt)dt =
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Firo = 2ist E (¢):

Die Halbwertsbreite (FWHM = Full Width at Half Maximum) l4sst sich wie folgt bestimmen:
Das Maximum fiir E(t) liegt bei t=0. Daher:

—In(2) = - —
t = toy/2In(2) > FWHM = 24/2In(2)o
Firoc = 2: FWHM = 4,72

Firo = 2ist E(w):

Fiir die Fouriertransformierte F(w) liegt das Maximum bei w = 0. Daher:
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Fir o = 2: FWHM = 1,67

Aufgabe 3 (%)

Um die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit zu veranschaulichen, ist der einfache Fall zweier
sich iiberlagender Wellen niitzlich: Gegeben sind zwei Wellen )1 und 19 mit dhnlicher Wellenlédnge:

Y1 = sin((k — Ak) — (w — Aw)i)
1 = sin((k+ Ak) — (w + Aw)t)

a) Zeigen Sie, dass die Welle 1p = 1 + b3 durch ¢ = 2sin(kx — wt) cos(Akx — Awt) gegeben
ist.

Losung:

1 + 2 = sin((k — Ak)z — (w — Aw)t) +sin((k + Ak)z — (w + Aw)t)
Um die Summe zu eliminieren, verwendet man das Additionstheorem:

+5 a—p

sinfa + ) = QSin(a2 ) cos( 5

)

Daraus ergibt sich:

v = 25111(2(]% — wt) —2(Akzx2— Awt)) _

) cos(

2sin(kz — wt) cos(Akx — Awt)

b) Welcher Teil dieser Gleichung bestimmt die Grundschwingung, welcher die Wellenpakete?



Losung:

sin(kx — wt) ist fir die Grundschwingung verantwortlich, cos(dkx — Awt) fir die Wellen-
pakete.

¢) Gegeben sei k = 12m~1, Ak = 0,3m™, w = 5571, Aw = 0, 185~ *.Skizzieren Sie 91, 1,
¢ fiir t = 0. Skizzieren Sie ¢ fiir t = 5, 12, 18 s. (Benutzen Sie dafiir Mathematica o0.4.)
Bestimmen Sie die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit von ).

Losung:

Die Gruppengeschwindigkeit ist gegeben durch:

Aw 0,185t _ m
YRk T 08m s
Die Phasengeschwindigkeit ist gegeben durch:
5 —1
o = = Tt = 0425
i flir t = 0Os
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d)

Besitzt die Welle y = Asin(wt) Phasen- und Gruppengeschwindigkeit?

Losung:

Nein, da bei dieser Welle nicht gegeben ist, dass sie sich iiberhaupt fortbewegt, z.B. in die
x-Richtung.

Aufgabe 4 (k%)

a)

Zeigen Sie, dass die Gruppengeschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen in einem
Medium mit Brechungsindex n durch

c
Vg = ———
g n+ wg—z
gegeben ist. ¢ ist die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, w ist die Winkelgeschwindigkeit
der Wellen; der Brechungsindex ist gegeben durch n = cg.
Losung:

Der Brechungsindex ist gegeben durch den Quotienten aus Lichtgeschwindigkeit und Phasen-
geschwindigkeit. Die Gruppengeschwindigkeit ist gegeben durch

dw
Vg = —
g dk
Da die Antwort % enthalt, ist es bequemer, den Umkehrwert von v4 zu berechnen:
1 dk  1d (nw)
—_— = — = ——(nw) =
vy  dw cdw
1 dn
ey
c
Vg = ——————
g n -+ wg—z

Ein Pulsar ist ein schnell rotierender Neutronenstern, der sehr klare Pulse {iber einen grofien
Teil des Radiospektrums aussendet. Diese durchqueren geradlinig das interstellare Medium,
bis sie die Erde erreichen. Beobachtungen zeigen, dass die Ankunftszeit eines Pulses bei 400
MHz um 700 ms verglichen mit einem Puls bei 1400 MHz verzogert ist. Diese Information
kann man benutzen um die Entfernung des Pulsar zur Erde zu ermitteln.
Der Brechungsindex des interstellaren Mediums ist gegeben durch

9 1 Ne?

n® = 1-—

eomw?’

e und m sind die Ladung und Masse eines Elektrons, N ist die Elektronendichte: Von
dieser ist bekannt, dass sie zwischen dem Pulsar und der Erde einen ungefahr konstanten
Wert von 3 x 10*m ™3 hat.

Berechnen Sie die Entfernung der Erde zum Pulsar. Macht diese Antwort Sinn?

Hinweis: Der Ausdruck fiir n(w) kann mittels einer binomischen Erweiterung vereinfacht
werden.



Losung:

Der Puls bewegt sich mit Gruppengeschwindigkeit. Fiir eine Strecke D bendtigt der Puls
daher die Zeit

D D dn
t=—=—Mn+w—)
Vg c dw
n ist gegeben durch:
Ne2
n=4/1-— €
€pmw?

Nun kann diese Aufgabe auf zwei Arten gelost werden: Entweder man benutzt den komplet-
ten Ausdruck fiir n(w); in diesem Fall wird die Rechnung schnell uniibersichtlich. Alternativ
kann n(w) durch eine binomische Erweiterung angenéhert werden. Dies ist gerechtfertigt

durch die Tatsache, dass % flir beide Werte von w sehr klein ist:

Fiir wy = 27 x 4 x 108 s7 1

N 2
C  =1,51x10""
€0Mw;
Fiir wo =2m x 1,4 x 10 s71:
N 2
= 1,23x 1072
€03

Dabher ergibt sich fiir die binomische Erweiterung;:

1 Ne?
n~Il--——
2 egmw?
d7n N Ne?
dw = egmw?
Dann ist
oD Dy LN | N
o Ug - Vg 2 eomw? | egmw?’
D 1 Ne?
—(1+ )

c 2 egmw?

Fiir die Differenz zwischen den Ankunftszeiten ergibt sich dann:

Ne’D, 1 1
At=5——(—5 ~ —)
€Mmc w; w3
Fiir die Entfernung ergibt sich:
_ 2egmcAt 1 1

D ( —) =

2 2
Ne wi W

3,02 x 10"%m (=~ 3200ly)

Diese Antwort erscheint verniinftig, da der Durchmesser der Milchstrale 75000 Lichtjahre
betrégt; der Pulsar befindet sich also in unserer Galaxie.



