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Kapitel 0

Einfithrung

Historischer Uberblick

Ende 19. Jhd.:

Beginn 20. Jhd.:

1932:

1930:

1956:

1936:

1935:
1947:

1948:
50/60er:

60er:

Es waren ca. 100 verschiedene Elemente, die sich periodisch wie-
derholende Eigenschaften besitzen, entdeckt. Daraus folgerte man,
dass Atome eine innere Struktur besitzen miissen und somit un-
teilbar sind.

Rutherford entwickelt ein modernes Bild des Atoms: Das Atom
besteht aus einem dichten Kern, welcher von Elektronenwolken
umgeben ist.

Chadwick entdeckt das Neutron. Kerne bestehen also aus
Protonen und Neutronen, welche man zusammengefasst als

Nukleonen bezeichnet.

Neben Elektron, Proton und Neutron postuliert Pauli das

Neutrino, um die Erhaltungssétze fiir Energie, Impuls und Dre-

himpuls zu retten.

Reines und Cowon weisen experimentell an einem Kernreaktor das
Neutrino nach.

Anderson und Neddermeyer entdecken die kosmische Strah-
lung. Sie stoflen auf ein “schweres Elektron” (negative Ladung,
Kriimmung im Magnetfeld stéarker als beim Proton, schwécher als
beim Elektron), welches heute als Myon p bekannt ist.

Hideki Yukawa schlégt die Existenz eines Mesons(~100MeV) als
Tréger der Kernkraft vor.

Powell, Lattes und Occialini weisen auf dem Pic du Mi-
di(Pyrenden) Pionen (7) in der kosmischen Strahlung nach.
Nachweis des Pions auch im Berkeley Zyklotron

Erkenntnis, dass Neutronen und Protonen nur Vertreter einer
grofen Teilchenfamilie, den Hadronen sind. Da Hadronen &hn-
lich wie Atome in Gruppen mit dhnlichen Eigenschaften auftreten,
sind sie keine fundamentalen Bausteine der Materie.

M. Gell-Mann entwickelt das Quark-Modell und ordnet somit
den “Hadronen-Zoo”. Alle Hadronen kénnen als Kombination von
zwei Quarks(Mesonen) oder drei Quarks(Baryonen) beschrieben

werden.



Bausteine der Materie

Hierarchie der Struktur der Materie

e Atom:

10~ %m

o Kern:

Protonen

Nutronen MeV

10~ Mm 0

e Nukleon:

Quarks
~GeV

10~ % m 0



Leptonen und Quarks

Es gibt zwei Arten von fundamentalen Bausteinen: die Leptonen und die Quarks.
Sie sind beide Spin—% Teilchen und sonit Fermionen. Streuexperimente haben
ergeben, dass sie kleiner als 107'8m sind. Da bis jetzt noc keine angeregten
Zusténde von Leptonen und Quarks entdeckt wurden, scheinen sie also elemen-
tare Bausteine der MAterie zu sein.

Q/e Spin/#h

(aiomy ) (s ) (o) T 1

() Gk

1. 2. 3. Generation

Hinzu kommen jeweils noch die Antiteilchen. Hadronen sind Barionen (3
Quarks) und Leptonen (Quark-Antiquark-Paar).

Krifte der Natur: Wechselwirkungen

1800 1900

Gravitation

elektroschwache Wechselwirkung

Eletrizitat — —

Elektromagnetismus

—

Magnetismus— schwache Wechselwirkung

Kernkriifte
starke Wechselwirkung

“Trager der Wechselwirkung”

Die Wechselwirkung stellt man sich als Austausch von Bosonen (Spin = 1A)
(sog. Austauschbosonen) vor.

(Graviton)

e EM-Wechselwirkung: Photonen (m, = 0)

schwache WW: Vektorbosonen W+ W=, Z% (m ~ 90 GeV)

starke WW: Gluonen (m = 0)



Zu jeder Wechselwirkung gehort eine Ladung:
e Gravitation - (Graviton)
e Elektromagnetismus: alle geladenen Teilchen - elektrische Ladung
e schwache Wechselwirkung: Leptonen und Quarks - schwache Ladung

e starke Wechselwirkung: Hadronen - starke oder Farbladung (nicht an Lep-
tonen)

In der sog. Quantenelektrodynamik (QED) wird der Elektromagnetismus quan-
tenfeldtheoretisch beschrieben. Aquivalent dazu gibt es die Quantenchromody-
namik (QCD), welche die Theorie der starken Wechselwirkung beschreibt.

Der Zusammenhang zwischen Reichweite und Masse der Austauschbosonen wird
beschrieben iiber Feynman-Diagramme:

e q
v > g
e q
Ve u
w+
—_—— - —_——— - - -
W-
€ d
Beispiel fiir Wechselwirkung (Ubergangsamplitude):
€— U
w
Ve

Quarks kommen nur in Hadronen vor. Weiteres Beispiel:
Ve+n—e +p

Reichweite r mit der Ruhemasse M des Austauschbosons:

r<c-At<c-

Mc?



mit Ac ~ 200 MeV fm
= 7 < 200MeV fm/Mc?

fiir Photonen mit Ruhemasse M = 0 ist also die Reichweite » — oco.
fir W*, Z (schwache Wechselwirkung) r — 1071%m ~ 10~ ¥m

WW | QED schw. WW QCD Gravit.
Boson v W+, 20 g Graviton ?
Masse 0 80-90 GeV 0 07
Reichweite 00 10-18 m <1071 m 00
rel. Stirke | 1/137 ~ 1075 1 510739
(zur starken WW)

Bildung der Nukleonen und Kerne

Urknalltheorie der Entstehung des Universums.

Stiitzen: kosmische Hintergrundstrahlung, primordiale Nukleosynthese (Bildung
der leichten Kerne(A < 7)).

Zeitskalen:

t~10"*s: Planck-Ara, 10" GeV; Upot = —mc?
t~ 10736 s: GUT-Brechung, 10'° GeV

t ~ 10710 s:  Brechung elektromagnetischer und schwacher
Wechselwirkung; 10? GeV (~ My, z,c?)

t~10"%s: Quark-Confinement; 1 GeV — Bildung der Nukleonen
p+p— 2y

n+n— 2y

t~1s: v-Entkopplung; 1 MeV
e~ +et — 2y

t~ 5 min: Bildung leichter (4 < 7) Kerne; 102 keV
z.B. p+n —?H+vy (E, = 2,2 MeV)

t ~ 10° a: Photonen entkoppeln; ~ eV
p+e~ — H-Atom

t > 10% a:  Strukturbildung



Kapitel 1

Relativistische QM und
Quantenfeldtheorie

1.1 Notationen, Konventionen

natiirliches Einheitensystem:
h =c¢ =1, Umrechnung: hc = 197,329 MeV - fm

Koordinaten:
(zt) = (mo,xl,x27x3) = (xo,f) = (t,Z) bilden 4-Vektor
w=0,1,2,3 , k=1,2,3 (rdumliche Koordinaten)
(z*): Komponenten beziiglich eines festen Inertialsystems IS, Bezeich-
nung: kontravariante Komponenten
Raum der z*: Minkovski-Raum
Metrik: 22 = (2°)" — 2 = gy ata” (Summation iiber y,v)

10 0 O
9= (9u) = 8 _01 _01 8 — metrischer Tensor
0 0 0 -1

Skalarprodukt: & -4 = g, z"y”
kovariante Komponenten:
_ 0_ k _
Ty = G’ (2° = xo, " = —my)
x? = Tyt = gt

Lorentz-Transformationen:
A: IS — IS’ lineare Transformation
Aot — o' = Abx” | A= (AY) (4 x 4 - Matrix)
Bedingung: Metrik ist invariant, d.h. 22 = 2’2
& AgAT = g = det (A) = £1 = d*z,d*z’ invariant

Beispiele:



1/0 0 0
a) Drehungen: (AY) = 8 R R: 3 x 3 Matrix
0
orthogonal, det(R) =1
v o8 00
. 1_ . Yy — ’Yﬁ ,y 0 O ] — 1
b) Boost (in z'-Richtung) (A%) 0 o0 1 o |mit s
0 0 01

und 8 = v. Auch: v = cosh ¢, v = sinh ¢ mit tanh ¢ = v
allgemeiner 4-Vektor:
(a*) = (a%,@) & A : a* — a'* = Ala”
Bsp: (p#) = (po,ﬁ) 4-Impuls

Koordinaten:
't = Atg¥ (IS — IS")

Skalarfeld:
p(x) = ¢ (a0, 2", 22,2°%) = ¢ (1, T)
o(x) = ¢ (2') = §(x)

¢(z(z')) = ¢'(2') invariant unter Lorentz-Transformationen

Vektorfeld:
Ab(z) = A (xo,xl,mQ,m?’)
A At (x) — A'H(2') = ALAY(z) (Bsp.: 4-Potential aus Elektrodynamik)

Ableitungen:
% =0, , (0,): 4-Vektor, 0, kovariante Komponente

(8M) = (%’V)
oM =g"o, , (0") = (£.-V)

invarianter Differentialoperator: 8,,0" = %;—A =01 — d’Alembert-Operator
' . 9 92 92 92
d.h. O =01 o~ som == — pm —

0,9 Vektorfeld
0, A, Tensorfeld

Relativistische Mechanik

Teilchen mit Masse m und 4-Impuls (p*) = (po,ﬁ) = (E,p)
p? = (p°)° = 2 = B2 — p2 = m? fiir freies Teilchen

2
E?=p? +m? E~m+ & fir [pl <m

Hamilton-Funktion
Teilchen mit Ladung e im E-M-Feld: (A*) = (AO, /T) = (¢, /Y) mit B=V x A
und E = —%{K - Vo

10



Hamilton-Funktion fiir freies Teilchen: H = \/p2 + m?2
E-M-Feld durch minimale Substitution: p — p'— eAund H — H—ep=H—eA°

-,

H=1\/(p—eA)2+m?+ed

Ubergang zur Quantenmechanik:
Impuls: § — —iV , p* = —i0) = i0*
Energie: p® — i% , % =0y = id°
4-Impuls-Operator: Py =10,
Vertauschungsrelation: [pk,xl] = ikt

P2 = p#p" —invariant—= —8#8# = -

Damit wird der Hamilton-Operator quantenmechanisch zu: H = v/ —A + m?2
Dieser Operator ist ungeeignet, um die Schrodingergleichung zu 16sen.

—Es gibt 2 Wege, dieses Problem zu beseitigen:

1. intelligentes Radizieren (Dirac)
2. Quadrieren(Klein-Gordon)

1.2 Klein-Gordon-Gleichung fiir Spin-0-Teilchen
Bewegungsgleichung: i%@/}(f, t) = Hy(Z,t)
Quadrieren: i2 (i2) v =H*%=(—A+m?)p

ergibt DGL 2. Ordnung, die Klein-Gordon-Gleichung:

0? 9

Mit 0= 25 — A

(O +m?)e =0

0= 0p0° + 0x0* = 0,0" invariant (O = O). (&, t) = (2, 2!, 22, 23) = ()
in kompakter Schreibweise.
Fiir einen Skalar 1, d.h.

A Y(z) = Y’ (2") = (x)
ist die KG-Gl. eine invariante DGL fiir ein Teilchen der Masse m:
(O + w2/ (2') = (O +m2)(a) = 0

18" 18

Bedeutung von
o Schrédinger: [)* = ¢ Wahrscheinlichkeitsdichte.

j = 2i1m, [*V — (V*)yp] Wahrscheinlichkeitsstrom, erfiillt die Konti-
nuitatsgleichung:

do -

—+Vji=0

ot Y

11



d 3
éa/dxp—o

Erhaltung der Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen im gesamten Raum an-
wesend ist.

e Klein Gordon: ||? ist Lorentz-Skalar.
= [ d3z|¢|? nicht Lorentz-invariant, da d3z nicht invariant = |¢|? nicht
als Dichte geeignet.
Was entspricht ¢ und f? Suche p, jmit Vj_"—&- % =

P (O+m*)Y =0
H(O+m?)y* =0
= " (O +m*)Y — (O +m*)p* =0

A B

8{2( *%—waw*)]{z;nw*w—ww*) o

7

ot | 2m ot ot

o7 7

erhaltener Strom

p ist 0-te Komponente eines 4-Vektors j,, = ﬁ(zp*aw — YO ). (Qj) =
(3*), 0 = j° = jo. = [ d*xp ist Lorentz-invariant.

e Problem: p ist nicht positiv definit.
Betrachte dazu als Losungen die gemeinsamen Eigenfunktionen von H
und p:
¢+ _ efipw _ ei(ﬁ-ffEt)

P = e — e—z(p~x—Et)

mit E = p° = \/p2 +m?

1 - , .
= o_=——EF, Jo = ——(= 7o)
m m

allgemeine Losung der KG-GI. ist Superposition aus ¢4 und ¢_:
vie) = [ d'p (Al + A )]

S on / p (JAL2 — |A_]?)

kann Vorzeichen wechseln. = Einschrankung auf ¢, : willkiirlich, nicht
vollsténdig.

12



Korrekte Interpretation

-,

e (j*) = (o,7) ist der e.m. Strom, p Ladungsdichte, [ d3zo Gesamtladung.

e KG-GI. beschreibt Teilchen mit 2 verschiedenen Ladungen £1: 1, ¢*.
Teilchen: Ladung +1, Impuls (p) = (E,p), ¢y = e~ P*
Anti-Teilchen: —1, Impuls (p#) = (E,p), ¥ = et®% = (¢ )*

e 0,j" = 0: Strom-Erhaltung (— Ladungs-Erhaltung) jedoch keine Erhal-
tung der Teilchenzahl.
— notwendig: Vielteilchentheorie — Neues Konzept: Quantenfeldtheo-

rie(QFT)

Konsistente Formulierung als Quantenfeld:

e (x): Feld-Operator, wirkt auf den Hilbertraum der Teilchen-/Antiteilchen-
Zustande

e Teilchen-/Antiteilchen-Zusténde: |+, p), Eigenzustéinde vonp und H, La-
dung @ = +1

e Vakuum: |0), Null-Teilchen-Zustand, (0,0) =1
e invariante Normierung der 1-Teilchenzustinde(fiir + und -):
3,5") = 2p°8° (7~ i)

e Losung der KG-Gleichung ist ein Feld-Operator = Quantenfeld.
Fourier-Darstellung(allg. Losung):

3
0(w) = s | G lape 4 B (e

Entwicklungskoeffizienten a, b™ (sowie a™, b) sind Operatoren auf den Zu-

standsraum.
at(p)|0) = [+D) Teilchen-Erzeuger
br(p)0)y = |-,p) Antiteilchen-Erzeuger
a(p) |[+,p") = 2p°83(p—p’)|0) Teilchen-Vernichter
b(p) |-, p") = 2p°83(p—p’)|0) Antiteilchen-Vernichter

(fiir a, a™, b, bT gelten kanonische Vertauschungsrelationen.)

1.3 Dirac-Gleichung fiir Spin—%-Teilchen

Ausgangspunkt: i%—‘f = HV; Ansatz fiir H, linear in P:

3
H=> o"PF+pm=a-(-iV)+ pm
k=
\;,_/

=a-P

13



3
H? =37 (01) +m’ =

k=1
Lok i 1 kY pkpl k ky pk 2,2
zzi(aa+aa)PP+Z(aﬂ+ﬂa)Pm+ﬂm
k,l k

Bedingungen:
oFal + alak =20 = (a¥)2 =1

ak6+ﬁak:07 52:1
————

Diese drei Bedingungen sind nicht fiir Zahlen o, 3 erfiillbar, jedoch fiir hermi-
tesche Matrizen.

Eigenschaften:
o 3?2 = (o/“)2 = 1 = Eigenwerte £1
e Tr(a*) =Tr(B) = 0 = gerade Dimension: 2N x 2N

e niedrigste Dimension: 2N = 4 = o, 3: Satz von 4 x 4-Matrizen(Dirac-
Matrizen)

konkrete Form(Dirac-Darstellung):

110 - 0 |o*
=) ()

1: 2 x 2-Einheitsmatrix o®: Pauli-Matrizen

L (01 o (0 —i 5
f(e) e(Fd) e

Anmerkung: o, 3 — TaT !, TRT!
—_————
erfiillen VR,
Observable: P (Impuls), H = & - P 4+ fm (Energic)

I
N
o

\
L=
N———

Bahn-Drehimpuls: L=%xP= (Ll, L2, L3)

. = 1/3|0 . -
Spin: (?), S = 3 (ﬁ) Spin-Operator; & = (01,02,03)

Eigenschaften:
® 2 1 o 1 1,1
S :1%:(0 =3 l=5(5+ 1)1
s(s+1)
mit s = % Spin %

14



(ii) [S?, S?] = iS® und zyklisch, VR fiir Drehimpuls

(iii) Eigenwerte von S3: 1 (doppelt)

53 _ 0'3 ‘ 0 _ -1 0
0 ‘ o3 0 1 0
0 -1
1 0 0 0
. .1 0 1 0 0
FEigenzustéinde: 0 0 1 0
0 0 0 1
Eigenwerte: +1 -1 +1 -1

Spinzustédnde eines Teilchens mit Spin % (doppelt — Anti-Teilchen)
[H,L]=—idxp#0 = L nicht erhalten
[H,S]=id@x7#0 = S nicht erhalten
[H,J]=0 = J erhalten

Helizitét: p'- S ist Erhaltungsgrofe, da

H,5- 5] = S [H, S = Zp [, 84+ [, 8 —ip-(@xp) =0=[J7]
k

z(axp)k O

Definition: Helizitat = % = Spin-Projektion auf die p-Richtung.
Fiir Impulseigenzustand: Eigenwerte o = :I:%.

R

Teilchenzusténde sind festgelegt durch die Eigenwerte p) o

H, p, Helizitét: vollstdndiges System kommutierender Observablen
Hi,0) = 1° |1, 0)

gemeinsame Eigenzustidnde: |p, o) mit Plp,o) =plp,o)

hl|p,o) =0o|p, o)

Dirac-Matrizen: o, 3

] 0 i & 0 o
kovariante Form: 7" = 3, 7" = Ba” = ok 0

(") = (7429 = (Y1, 9)
=7

Die Anti-VR lauten dann kompakt:

({77} = v"7" +1"7" = 26"




Definitionen:
Vu = Gy Y0 =", W ="

. : 0]1
75 = iy’ = <+1 5 )

Anmerkung: Insgesamt gibt es

Weitere Dirac-Matrix:

2
10 —
6

1
1’,)/577#’,}/#75 ) ot = 7[7#"’7”]
—_——

= 16 linear unabhéangige 4 x 4-Matrizen.

Diracgleichung mit v* ausdriicken:

ﬂ .

(i;—o?-ﬁ—ﬁm>\1f:0<:> (17°00 +iv* 0 —m) ¥ =0

kompakt:

(iw“&u - m)\I/ =0

kovariant, d.h. Form ist invariant unter Lorentz- Transformation (ohne Beweis).

Feynman-Notation: ¢ := y"a,, = vy,a* fiir beliebigen 4-Vektor a/, damit

Adjungierter Spinor:
U = wQ \I/T _ * * * *
- ) *(1/1171/’271/’37%1)

Fiir beliebige Dirac-Matrizen I' (auch Produkte) wird definiert:

speziell: A = A5 = —5
Adjungierte Dirac-Gleichung:
(iv"0,, — m)¥ = 0 — —i(9, ¥y —m¥t =0
—10, WA A04HTA0 i §Ta0 =
—— —— ——

A T

16



’i(@u\i)'y“ +m¥ = 0‘

= | 0, (W) = (9,0) YU + Uy* (9,0) =0

wegen Dirac-Gleichung und adjungierer Dirac-Gleichung.
d.h. U4V ist ein erhaltener Strom. (ohne Beweis)
[ &Pz ¥7°0 = [ @3z UTW = Q erhaltene Ladung

j* = Uy" ¥ |ist der elektromagnetische Strom(geeignet normiert)

Lorentz-kovariante Grofien: (ohne Beweis)

UV : Skalar, invariant

UM : 4-Vektor

W45V : Pseudo-Skalar(-Zeichen bei Spiegelung)

WAk W : axialer Vektor (4 Zeichenim Raumanteil bei Spiegelung)
Wohv ¥ : Tensor 2.Stufe ot = L[yH, 4]

Losungen der Dirac-Gleichung

(i) Ruhesystem

p=0, i%—f = fm¥ = Loésung ¥ zum Impulszustand mit (p*) = Bm¥ = (m, 0)
(2 1
O e | )2
ot | ws | T s
(o —4

in Komponenten:

0 0
Za%,z =mi2, ZE%A = —miy34

P1,2rveimt 3,4 ~veim?

4 linear unabhéngige Losungen:

1 0
B = 8 emimt () = (1) o—imt
0 0
0 0
p® = (1) eimt @) = 8 pimt
0 1

HypGY = BmypGH = —map34  negative Energie®

17



(ii) Ebene Welle zu 5 # 0

(Impulseigenzusténde)
Ansatz (1) ¥ =u(p)e %, pxr =p°t — p— 7, p* = E = \/p?> + m?

. .0 P
10, ¥ = z@u(p)e Put™ = p,u(p)e

ergibt eine algebraische Gleichung fiir u(p):

| (7P — m)u(p) =0

aus (170, — m)u(p)e”?* = 0. Kompakt geschrieben:

(1B — 75— mu=0

(=) (£)= () mew=(7)

@, x sind 2-komponentige Spinoren. Dies ist ein homogenes Gleichungs-
system mit det = 0 (— Existenz nicht-trivialer Losungen), unabhéingige
Bedingung ist eine 2-komponentige Gleichung:

(@ P)p = (E+m)x =0

o OT (1 0
X_E+msp7g0_ 0 ) 1

2 linear unabhéngige Losungen

Ansatz (2) ¥ =uv(p)e’?”, i0,¥ = —p, ¥

(i0,7" —m)¥ =0 = (—=y"p, — m)ve’?”

algebraische Gleichung;: ’ (¥ +m)v(p) =0 ‘

E—&—m‘ —g-p v\ (0

gp |-E+m x ) \0

= P 1 0
(E‘f‘m)‘P_(Uﬁ)X:Oa@: E+m X0 X = 0 ) 1

2 linear unabhéngige Losungen.

(1) H =i2 0 = p°¥,
(2) HV =i2¥ = —p°¥.  negative Energie*
erlaubter Energiebereich: £ > m, E < —m

Weitere Festlegung der Zustdnde durch Helizitét:

P 1w = PRI
il h = 5% - 7 Helizititsoperator

1/ o1
mi) =5 (7,

n=

2




S (@ -Me==xp, p=p41 = (7 -7)x=+£x

wegen Yy = E+mcp und [7-7, &-p] = 0. Bezeichnung;: ( ;‘iil ) =u(p,0),0 =+
+1

erfullt ﬁ m ) ’ %( ) (p7 ) =0- U(p,O’)

Fiir v analog: v(p, ), o =+ [oder v,(p)]

(72 ) () ==(%)

& (6 - )y = x damit ergibt sich

—

= (¢-7

og-n
)BT mX T B 0 = Fp
—_——

%)

Ve (p)eP?, uy(p)e”P* sind ein vollstindiges System von Losungen der Dirac-
gleichung = jede Losung kann als Entwicklung geschrieben werden (Fourier-
Entwicklung):

\I/(l‘ . 3/2/ Z {A 2P@_‘_B sz}

A, (p), BX(p) sind die Fourier-Koeffizienten (— werden zu Operatoren bei Feld-
Quantisierung.

Losung zu negativer Energie: Anti-Teilchen. Bis jetzt noch offen: Bedeutung der
Losung ¥_ = ve®®.  Erklirung® von Dirac: Léchertheorie

S S
Spektrum /

nicht erlaubt

Spektrum
//////////// %

Dirac-See: Zustinde mit negativer Energie sind alle besetzt. Pauli-Prinzip =
»Hintauchen“ eines weiteren Teilchens verboten. Jedes zusétzliche Teilchen da-
her mit E > 0 stabil.

Jedoch: Anregungen sind moéglich wenn Energie > 2m zugefiihrt wird — es ent-
steht ein Teilchen-Loch-Paar.

Teilchen (Elektron e”): Energie E > 0, Impuls p, Ladung e

Loch (Posrcron et): Abwesenheit eines Teilchens im See, mit Energie —F, Tm-
puls —p, Ladung —e

Loch = Antiteilchen

e kann nur paarweise mit Elektron zusammen gebildet werden, braucht dazu
Energie > 2m
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e kann nur paarweise mit Elektron zusammen vernichtet werden, Energie
> 2m wird frei

Beobachtet: v — et e~ (im Feld), eT e~ — vy

V. (2) = us(p)e™ ", (p) = (E,p)
beschreibt Elektron mit p*, Helizitat o

U_(2) = v,(p)e™*

beschreibt Positron mit p#, Helizitat o

Einwinde gegen die Lochertheorie:
e Gesamtladung des Sees = oo (muf} per Definition auf Null gesetzt werden)
e Unsymmetrie zwischen Teilchen-Antiteilchen
e keine 1-Teilchen-QM, sondern eine Vielteilchentheorie , mit Erzeugung
und Vernichtung
Konsistente moderne Beschreibung:

Dirac-Gleichung ist eine Feld-Gleichung, ¥(x) = U(Z,¢) ist ein Feld-Operator
(Quantenfeld), keine 1-Teilchen-Wellenfunktion.

e Zustandsraum: |0) (Vakuum), |e™, pa), |eT, po), ...

Teilchen: e (Elektron)

Antiteilchen: e (Positron) } Ladung 1 (-1 fiir Elektron)

Fourier-Darstellung fiir ¥
Uy (p)e~ P v,eP* ist ein vollstindiger Satz von Losungen.

U(x) ist jetzt ein Feld-Operator:
U(z) = 3/2 / > {eop)ua(p)e™™" + do(p)vs (p)e™” }

¢,ct: Vernichter und Erzeuger von Teilchen (™) mit p, o
d,d*: Vernichter und Erzeuger von Anti-Teilchen (e1) mit p, o
erfiillen kanon. Anti-VR {c,¢'} = 0, usw.
¢y (p)10) = le™,po) , dy (p)|0) = |e*, po)
do(p) ‘€+,p/0'/> = 2p063(ﬁ_ ﬁ)doo'/ |O>
co(p) le™,p'0") = 2p°6° (5~ 1')0507 |0)

(sonst immer = 0)
Diracgleichung (i@ — m)¥(z) = 0 ist Feldgleichung. Losung:

B

U:I:1
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¢t (p) Erzeuger von Elektronen
¢o(p) Vernichter

dt (p) Erzeuger von Positronen
d,(p) Vernichter

21



22



Kapitel 2

Bausteine des Atoms und
des Kerns

2.1 Elektron, Proton und Neutron

Elektron:

Atomkern:

Proton:

In Entladungsrohren konnte Thomson 1837 Elektronen als freie
Teilchenstrahlen (Kathodenstrahlung) erzeugen, die er als Triger
negativer Elektrizitdt identifizierte. Durch Ablenkung in F- und
B-Feldern konnte er das

Elektron 1

-Verhaltni : =
|e/m|-Verhiltnis messen Proton 1814

Millikan bestimmte 1910 die Elementarladung zu:

e=1,602 - 107 As = m, = 511 keV/c2.

Rutherford war der Meinung, dass die positiven Ladungstriger
des Kerns rdumlich stark konzentriert waren. Dies sah er in seinen

Experimenten bestétigt.
Rutherford beschoss Stickstoff mit a-Teilchen. Durch die Resul-

tate war ersichtlich, dass Protonen Trager von positiver Elemen-
tarladung waren und eine lange Reichweite hatten. Folgende Re-
aktion beobachtete er:

N +%He — YO +p

Ladungszahl Z: Z bezeichnet die Zahl der Protonen im
Atomkern.

Die Bestimmung von Z wird durch Messng der Energie bei
Rontgeniibergéingen von der L-Schale zur K-Schale realisiert.

1 ) 2 1
E(Kq) = 504277%02(2 -1)? mit a= Tk = 137

(NB: (Z — 1) wegen Abschirmung des einen verbleibenden e~ in
der K-Schale)
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Quelle N

Be-Target
Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Experiments von Chadwick

Neutron: Chadwick entdeckte 1932 das Neutron bei der Reaktion

sHe,+9Be;  —  ¢%Cg+any  hierzu siehe auch Abbildung 2.1.

Der Nachweis des ungeladenen Neutrons gelang iiber den Riick-
stofl an Protonen in der Nebelkammer. Bei zentralen Stoflen
n+p — p+n wird (fast) die gesamte Energie iibertra-
gen:

m, = 938,272 MeV/c* ~ m,, = 939,565 MeV/c?

Diese annéhernde Gleichheit der Ruhemassen ist verwunderlich.
Was steckt dahinter? Dies war damals ein grofles Rétsel und wird
heute noch immer nicht vollstdndig verstanden.

Die Massenzahl A = Z 4+ N ist die Zahl der Nukleonen (= Protonen (Z)+
Neutronen (N)).

Bei der Bezeichnung eines Kerns wird die Schreibweise 4X  benutzt. Ublich ist
aber auch nur die Angabe des Massenzahl A, da die Protonen- und Neutronen-
zahl daraus und aus dem Element selbst (X) ableitbar sind: 4X.

Isobare sind Kerne gleicher Massenzahl A.

Isotope sind Kerne gleicher Protonenzahl Z.
Isotope zeigen gleiche chemische FEigenschaften, sind aber
ungleich schwer. Dies wurde 1912 von Aston entdeckt (Mas-
senspektroskopie), aber bis zur Entdeckung des Neutrons nicht
verstanden.

Isotone sind Kerne gleicher Neutronenzahl N.

2.2 Masse und Bindungsenergie
Der sogenannte Massendefekt lisst sich allgemein mit der Ungleichung

M(zXy) < (Z - M(H)+ N - My)
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ausdriicken, wobei M (H) = M, +m. ist und als Nebenbedingung die Bindungs-
energie des e~ vernachlédssigt wurde.

Hieraus kann man auf die Bindungsenergie B des Kerns schlieflen, die mit
B = Amc? allgemein gegeben ist. Die Differenz der Summe der Ruhemassen
aller Bestandteile und des gesamten Atoms ergibt somit die gesuchte Bindungs-
energie, welche wiederum durch

B=[Z - (") +(A-2) - M, —M(Z,A)c
(unter Vernachlissigung der e~ ausgedriickt werden kann.

Experimentell wird diese Energie durch Massenspektroskopie bestimmt.

Die Seperationsenergie ist die Energie, die benétigt wird, um ein Neutron (n)
vom Kern zu entfernen:

Sp=[M(Z,A—1)—M(Z,A)+ M, c* = B(Z,A) — B(Z,A—1).
Analog ist die Seperationsenergie fiir das Proton definiert:
S,=B(Z,A)-B(Z—-1,A—-1)

Hierbei gibt es eine Analogie zur Ionisationsenergie in der Atomphysik. Die Bin-
dungenergie pro Nukleon wird in der Abbildung 2.2, Seite 26 dargestellt.

Massenspektrometrie

Experimentelle Methode:

Mv?
Q- |E|=
TE
2
v
= TEp = QE ~ Egin

— Energieselektion

= Mv?
QU||B| =
N Mwv

re — —

B OB p

— Impulsselektion

Detektor
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Abb. 11.2: Die Bindungsenergie pro Nukleon ist bei schweren Kernen mit B/A =
7.5 ...8.5 MeV/c? praktisch konstant. Bei leichten Kernen gilt diese Aussage allerdings
nicht. In der Abbildung ist die Bindungsenergie pro Nukleon als Funktion von Afiir
stabile Kerne geplottet, wobei die Abszisse bis A = 30gespreizt wurde (aus [Ma84]).

Abbildung 2.2: Bindungenergie pro Nukleon

In der modernen Massenspektrometrie werden E- und B-Felder kombiniert.
Hochste Genauigkeiten werden mittels Atom-/Tonenfallen (— Penningfallen)
erreicht (eV-Bereich).

Messtechnisch giinstig ist es, einen Massenstandard zu definieren. Dieser wird
durch das *C Atom gegeben:

1 MeV
Iu= = Mg = 031,494=— = 1,66054 - 10 >kg.
C

Massenbestimmung iiber Kernreaktionen Wir betrachten zunéchst die Bin-
dungsenergie des Deuterons:

Thermische Neutronen (Ejin ~ 25meV) werden in H, einem Wasserstoftkern,
eingefangen:

1
oy +1H,  — H, +.
~—
auch als D bezeichnet

Die Energie des Photons v wird gemessen.

B = E, + ERjickstoB

E, = (M, + My + Myg)c* —

~—
B Riickstolenergie
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Somit ist B(Z =1,A =2) ~ E, = 2,225MeV. Eine Nebenbedingung hier lau-
tet, dass die Riickstoflenergie vernachlissigbar (< 1073) ist.
Diese Methode ist insbesondere relevant fiir kurzlebige Kerne.

2.3 Weizsacker-Massenformel

M(Z,A) = Z(M, +m.) + N - M, — B(Z, A)

Was hélt den Kern zusammen? Darauf wird hier keine Antwort gegeben. Viel-
mehr wird versucht, empirisch den experimentellen Befund zu beschreiben, d.h.
B(Z, A) zu beschreiben.

e Volumenterm: B/A ist nahezu konstant fiir grole Werte von A. Daraus
kann man schlieBen, dass die Reichweite der Kernkraft kurz ist (~ Nukleo-
nenabstand), da die Kernkraft sonst (also bei Wechselwirkung zwischen
jedem Nukleon mit jedem anderen im Kern) proportional zu A(A — 1)
oder niherungsweise A2 sein miisste. Man kann auch sagen, die Kernkraft
ist gesiittigt. Diese Séttigung fithrt zu einer konstanten Dichte im Kern
(Tropfchenmodell), die fiir fast alle Kerne gleich ist, und zu der Relation
A ~ R3 oder R ~ A3. Die Dichte betragt

Nukl
prn = 0,172 = 3. 107
fm

kg
E.

Der Volumenterm lautet

Bv(Z,A) = Qy - A.

e Oberflichenterm: Fiir Nukleonen an der Kernoberflache ist die Bindung
gemifl Bg ~ R? ~ A%/3 reduziert. Der Oberflichenterm lautet

Bs(Z,A) = —a, - A3,

e Coulombterm: Protonen im Kern stoflen sich ab und reduzieren dadurch
die Bindungsenergie.
Aus der klassischen elektrostatischen Energie der homogen verteilten La-
dung eZ in einer Kugel und der Relation A ~ R3 (wegen konstanter
Dichte) lautet der Coulombterm

3 (e2)? 72
BC:—f. :—ac.m'

e Asymmetrieterm: Um die Coulomb-Abstoflung der Protonen im Kern
durch die Kernkraft teilweise zu kompensieren, haufen schwere Kerne Neu-
tronen an.

Nukleonen sind Spin—%-Teilchen (Fermionen) und gehorchen der Fermista-
tistik (— Quantenmechanik).
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$Bindun gsenergie

-—— — -
-—0— — -

P n

Thre Bindungsenergie ist reduziert, wenn ein Ungleichgewicht zwischen Z
und A herrscht. Aus statistischen Griinden ist B ~ (Z — N)?. (Anm.: Es
spielt keine Rolle, welches Proton (Neutron) als Uberschuss gezihlt wird.)
Fiir groBen n-Uberschuss gibt es im Kern B~ /B%-Zerfall. Fiir schwere
Atome ist N > Z wegen der Anhebung des Potentialtopfes. Fiir stabile
(nicht zu schwere) Kerne ist N ~ Z.

Der Assymetrieterm ergibt sich aus diesen Uberlegungen zu

(N -2)

B = —a,
A= T4 1A

e Paarungsterm: Dieser Term ist ebenfalls quantenmechanischer Natur.
Die Bindungsenergie wird sprunghaft erniedrigt, wenn je eine gerade An-
zahl von p (n) mit einem weiteren p (n) aufgefiillt wird.

Bp =46 -

=

—11,2MeV fiir gg-Kerne
mit 6 =<0 fiir ug-Kerne
+11,2MeV fiir uu-Kerne

Insgesamt ergibt sich somit fiir B(Z, A)

72 (N — 7)?

— _ 2/3_, 2 _
B(Z,A) = a,A —aA aCA% Qg 1A

s

bzw. fiir M(Z, A)

72 (N — 2)? 1
M(Z,A) = NM,, + ZM, + Zm, — (ayA — a,A%/® —a. 2+ — qy—22—
(Z,A) n+ ZMy + Zme — (a, as G~ 07 7

wobei die Konstanten fiir diese Formel lauten:
a, = 15,67 MeV
as = 17,23 MeV
a. = 0,714 MeV
aq = 93,15 MeV.
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2.4 Stabilitit der Kerne

Fiir leichte Kerne ist N ~ Z wegen dem Asymmetrieterm.
e Fiir schwere Kerne wird die Coulombabstoung zu grofl und N > Z.
e Esist B, < 0 fiir groen Neutroneniiberschuss. — n-Emission

e Ls ist B, < 0 fiir groflen Protoneniiberschuss. — p-Emission

Der Bereich mit B,,, B, > 0 ist der Bereich von ,,Quasistabilen Kernen®.

Kerne mit Neutroneniiberschuss

Kerne mit n-Uberschuss (aber B,, > 0) unterliegen dem 3~ -Zerfall:
Xy — Yy te +7.
Die Energiedifferenz ist dann

AE={[M(Z,A)—Zm,| —[M(Z+1,A) - (Z+ 1)m6+®}02.

Masse des Mutterkerns Masse des Tochterkerns B

Der B-Zerfall findet statt, falls M (Z, A) > M(Z + 1, A) ist. Im Wesentlichen
passiert folgendes:

n — pt+e +e.
NB: Auch das freie Neutron ist ,,8-instabil“. Die Lebensdauer ist T}/ ~ 15min,
mit Q = (m,, —my —me) ~ 0.79MeV. Die Halbwertszeit T} /5 ist also sehr lang
im Anbetracht von elektromagnetischen Prozessen. Die dem [-Zerfall unterlie-
gende Kraft ist die schwache Wechselwirkung.

Kerne mit Protoneniiberschuss
Kerne mit p-Uberschuss zerfallen entweder durch
(i) Bt-Zerfall:
Xy — oYy Tt +re
p — n—+ et +u,

Das freie Proton zerfillt nicht tiber diesen Weg, weil Q = (m, — m,, —
me)c? ~ —1,81 MeV (energetisch nicht moéglich). Fiir Kerne ist der Zerfall
energetisch moglich, wenn die Bedingung @ = M (A, Z) — M(A,Z — 1) —
2me > 0 baw. M(A,Z) > M(A,Z — 1) + 2m, erfiillt ist. Die zweifache
Masse des Elektrons erklart sich durch die Entstehung des Positrons und
durch das iiberzédhlige Elektron, welches vom Mutterkern noch vorhanden
ist.

oder durch
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(ii) Elektroneneinfang (EC):
PXn+te — 2 Ynig e
K-Elektron mit hoher Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Kern werden be-

vorzugt eingefangen. Die Energiebedingung fiir den EC lautet:

M(A,Z) > M(A,Z —1)

NB: Der 87-Zerfall und der EC fiihren auf denselben Tochterkern. Somit ist der
EC ein Konkurrenzprozel zum S7-Zerfall. Der EC findet nur dann alleine statt,
wenn die Massendifferenz zwischen 0 und 2m,. liegt.

Bt-Zerfall und e~ -Einfang sind ebenfalls Prozesse der ,,schwachen Wechsel-
wirkung*.

Energetik des ~-Zerfalls (5,57, EC)
Bei (-Zerfall bleibt A konstant (Isobare). Fiir isobare Zustédnde gilt:

1)
2
M(A,Z) =~Z pZ+adt
mit
v = aq/A+ a. /A3
B =aq + (Mmy —mp —me)
a:mn—av—i—as/Al/?’—i—aa/él
6 wie oben

— M (A, Z) ist quadratisch in Z.

B-Zerfall in ungeraden Kernen (ug/gu): 6 =0

z.B. A =101 (Zahl stabiler ug-Kerne: 105)
Der §-Zerfall findet statt, wenn M(A,Z) > M(A,Z + 1) is.

AM
[MeV] 4+

I I I I I
42Mo 43Tc 44Ru 45Rh 46Pd

Das Minimum der Parabel gibt den energieirmsten und somit stabilsten Zustand

an:
oM\ N B
(aZ>B+2’}/Z()O éZO—fa
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Fiir A = 101 liegt das Minimum bei Zy ~ 43,7. =

1'Ru ist als einziger Kern der Isobarenkette stabil.

B-Zerfall in geraden Kernen (gg/uu)

Die Paarungsenergie 44 fiithrt zu zwei Massenparabeln: Eine (energieabgesenk-
te) fiir gg-Kerne und eine weitere fiir uu-Kerne.
z.B. fiir A = 106:

AM
[MeV] 5

[ [ [ [ [ [
44Ru 45Rh 46Pd arAg 48Cd 49In

e Alle uu-Kerne haben einen stiarker gebundenen gg-Nachbarn und sind da-
her instabil

e Es gibt uu-Kerne, die sowohl dem 3~ als auch dem S1-Zerfall unterliegen,
z.B.:
VK +em — YAr+u, (EC, 11%)

WK — 0Ca+ et + v, (BT, 0,001%)
WK — YCate™ +7, (B, 89%)

e Einige gg-Kerne unterliegen dem S-Zerfall, z.B.:
1060d — 196Pd 4 2¢t 4 21,

Ge — "0Sc + 2eT + 20, (2vpB-Zerfall)
Ge — 0S¢+ 2¢T (0vBB-Zerfall)

Letztere sind bisher nicht nachgewiesen, auch weil diese Zerfélle extrem
lange Halbwertszeiten haben.

t1/2(27/6ﬁ) = 1; 7 - 1021y (>> TUni'uersum)
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Statistik der stabilen Kerne

Kerntyp | Anzahl
gg 165
e } 105
gu
uu 4

uw: 7H, SLi, 19B, 3N sind Ausnahmen von obiger Regel.
Diese sehr leichten Kerne werden vom Tropfchenmodell nicht erfasst. Sie sind
sehr stark gebunden wegen gleicher Zahl von Z und N. (— Nuklidkarte)

o - Zerfall

A A—4 4
ZXN — 7 2YN_o+3 Hey

Der a-Zerfall wurde als erster radioaktive Zerfallstyp entdeckt.
Aus der Massenformel lsst sich vorraussagen, in welchen Fillen der a-Zerfall
moglich ist:

Qo = [M(Z,A) — M(Z —2,A—4) — M(*He)] ¢* = B(*He) +B(Z—2,A—4)-B(Z, A)

——
28,3MeV
Q. ist also grofler als Null, wenn A > 150 ist.
V(r)
abstoflendes
Coulombpotential

a-Teilchen

pt--89--

1

Kern-
potential
R: Kernradius

QM: Transmission durch ,diinne* Potentialbarriere V der Dicke Ar:

T ~ 6721Ar
mit
[2m
Ansatz fiir « - Zerfall:
T=e2¢

mit G = [ \/2*|E — V|dr , dem sog. Gamovfaktor.

[NB: Ersetzt die Summation: T; = e 2mAT Tyes = [1T: = efQZIiAT]
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Starke Korrelation zwischen Lebensdauer und Energie des a-Teilchens (bei Ker-
nen mit vergleichbarem Z), z.B.:

2887 &, 247h E=4,27 MeV
T1/2 :475 . 109 a

222Rp % 218py  E=5,59 MeV
Typ =3,84d

24py 2y 210py E=7,83 MeV
Ty /o = 164 sec!
Die a-Zerfille sind insgesamt beschreibbar durch:

- Kernwechselwirkung (Wahrscheinlichkeit, dass sich im Kern ein a-Teilchen
bildet)

- Elektromagnetische Wechselwirkung
(Transmissionswahrscheinlichkeit durch Coulombbarriere, Tunneleffekt)

Fiir noch groflere Massenunterschiede konnen prinzipiell noch weitere, stark
gebundene, Kernbruchstiicke emittiert werden. Bei den schwersten (stabilen)
Kernen ist die Kernspaltung beobachtbar.

Kernspaltung

Energie, gewinnung® ist fiir leichte Kerne per Kernfusion, fiir schwere Kerne
(Z Z 40) durch Kernspaltung moglich. (Der ,,Gewinn®“ erfolgt iiber in kine-
tische Energien der Reaktionsprodukte bzw. der inneren Anregungsenergien(—
EM, Teilchenemission))

Bei der Spaltung muss sich der Kern deformieren. Diese Deformation kann von
auBen induziert werden, z.B. durch n-Absorption. Eine spontante Spaltung ist
nur bei superschweren, kurzlebigen Kernen méglich.

Weizsécker-Formel: Plausibilitdtsbetrachtung

Bei der Deformation bleiben Asymmetrie-, Paarungs-, und der Volumenterm
(wegen der konstanten Dichte) konstant. Es dndern sich aber

i) Coulombterm (nimmt ab)
ii) Oberflichenterm (nimmt zu)

Betrachten wir die Energieéinderungen bei der Deformation eines kugelférmigen
Kerns in ein Ellipsoid bei gleichbleibenden Volumen:

b
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747r
3

V = const = %R‘rﬂ ab?
dabei ist

e R := Kugelradius

e a, b := Hauptachsen des Ellipsoids

e a=R(l1+¢)

e b=R(1+¢)1/2

Wenn € # 0 :
e Coulombabstofung nimmt ab (groferer mittlerer Abstand der Protonen
zueinander)
72 1,
BC = —acm(l — 36 + )

e Oberflichenenergie nimmt zu (Oberflédche ist minimal fiir Kugel)
2/3 25
BS = _GSA (]. + gf + )
Die Deformation &ndert somit die Bindungsenergie um:

2
AB = B(e) — B(e = 0) = % (2a3A2/3 - acZQA*1/3)

Bei negativem AB gewinnt man bei Verformung Energie.

Vir)

spontane
Spaltung

induzierte
Spaltung

Die Spaltbarriere verschwindet also, wenn der Zugewinn durch Coulombabsto-
Bung grofer als der Verlust durch den Oberflichenterm (spontane Spaltung)
ist, also wenn gilt:

72 1 L 2
ac gizs 5 > AP 5 a0
2
A ac
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= moglich fiir Z > 114 und A > 270

Vgl.: Schwerster (bekannter) stabiler Kern ist Uran: 238U. Die Uranspaltung ist
durch Neutronen-Absorption moglich:

235 236
92 Uz +n — 55Uy — X +Y

Energieabsenkung durch Bildung von gg - Kern:
Beim n-Einfang an Kernen mit ungerader Neutronenzahl wird zusétzlich zur
Bindungsenergie noch Paarungsenergie frei.

| Bn| V|

2507 L. 6.8MeV  6,8MeV Spaltung ist mit thermischen Neutronen

moglich

man bendétigt zusétzlich kinetische Energie

238 .
Utn: 53MeV 7,1MeV der Neutronen (schnelle Neutronen)

2351J spaltbar durch thermische Neutronen.

Energiebilanz bei Spaltung

fiir A>200 ist % ~ 7,5MeV freiwerdende Energie pro Spal-
fiir Spaltprodukte ist % ~ 8 5MeV | tung: ca. 200MeV

Die Neutronenemission betrigt ca. 2,5 Neutronen pro Spaltung. Wihrend 99%
davon verdampfen (Zeitskala ~ 10~13s), treten 1% als S-verzogerte Neutronen
auf (Zeitskala schwacher WW liegt im Sekunden- bis Minutenbereich), welche
deshalb bei der Regelung von Kernreaktoren genutzt werden.
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Kapitel 3

Kernmodelle

Potential im Kerninneren

Im Folgenden werden Spin- und Isospineffekte vernachléssigt. Die Wechselwir-
kung zischen zwei Nukleonen ist gegeben durch V (7; —77;). Das Gesamtpotential
eines Kerns mit i Nukleonen am Ort 7 berechnet sich dann folgendermaflen:

W(ﬂ:ZV(F—F}):/d?’r’V( —7') Zpr—rl mit p(7 ZJ

W) = [ V=730 = V() o 0)

Nun kann man die Ndherung machen, dass die Reichweite der Kernkraft viel
kleiner als die Gréfie des Kerns ist (Der Durchmesser eines Kerns liegt typischer-
weise bei 10fm, die Reichweite der Kernkraft bei 1-2fm). Das Potential liefert
also nur am Ort des Kerns einen Beitrag und kann deffhalb durch eine Delta-
Funktion angenéhert werden: V(7 —7') = Vo (7 — 7/)

Somit ergibt sich fiir das Gesamtpotential: W (7) = Vyp(7)

Das Potential ist also proportional zur Kerndichte. Diese ist ndherungsweise
konstant im Inneren und fillt aulen schnell auf null ab. Die Nukleonen sind
also in einem Potentialtopf mit der Tiefe Vj gefangen. Diese Modellvorstellung
wird im Fermigas-Modell beschrieben.

3.1 Fermigas-Modell

n und p bewegen sich unabhéngig voneinander in einem gemeinsamen anziehen-
den Potential. Als Teilchen mit Spin—% gehorchen sie dem Pauliprinzip.
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Neutronen : Protonen

Separationsenergie

Vo

Fermienergie

‘o4
000
® 000
999

Annahme: Fiir das einzelne Nukleon erscheint das Kerninnere unendlich ausge-
dehnt.
Die quantenmechanische Losung fiir diesen Potentialtopf lautet also:

- L ke
(1) = —=e
Bei endlichem Kernvolumen liefert diese Losung diskrete Werte fiir k. Mit un-
serer Annahme(V — o0) ergibt sich ein Kontinuum im k-Raum. Die Zahl der
moglichen Zustédnde, die ein Nukleon in einem Volume V und einem Impulsin-
tervall dp besetzen kann, ist gegeben durch:

dn — dnpidp
- (27h)3

Vv

mit v: Anzahl der Teilchen, die in einen zustand passen. In unserem Fall sind
dies 2 Neutronen und 2 Protonen pro Zustand, also gilt v = 4.

Integriert man nun bis zum Fermi-Impuls, erhélt man:

:n_p?l’rv 1

3
V T n2i3  gn2 Y

Darraus ergibt sich fiir die Anzahl der Neutronen N und der Anzahl der Protonen
Z(y ist hier jeweils 2):
N =k}, Z = &=k},

672 = Bn2

Mit Elektronenstreuexperimenten kann man die (Anzahl-)Dichte der Nukleonen
im Kern bestimmen und somit den Fermi-Wellenvektor bzw. den Fermi-Impuls
und Fermi-Energie berechnen. Mit ¢ = 0, 16fm~3 folgt somit:

3 2
kp = {/ %g —1,35fm 3

MeV
c

PFr = hkF = 260
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2
Ep = 2£ = 37TMeV
2m

Nun kann man noch die Energiedichte berechnen:

€kin =

E_ 4/” &k (hk)? _ 3 ph

14 o (2m)3 2m 52m

wobei zur Integration d®k = k?dksin #dfd¢ = 4nk2dk

Nun lésst sich die kinetische Energie pro Nukleon berechnen:
Ekin _ €kin 3&

= - ~ 22MeV
A 0 52m ¢

Die gesamte kinetische Energie fiir Protonen und Neutronen betrigt:

Ekin(Na Z) = En,kin + Ep,kin = (Npi,F + pr),F)

5-2m
Mit N = Vo, , Z = Vo, und kp = BE = /529 (y ist hier jeweils 2) folgt
daraus fiir die Gesamtenergie:

3/2
Brin = 75— (37%)"* V(e}/* + 6/*)

Asymmetrieterm der Weizséckerformel

Aus der Gesamtenergie fiir Protonen und Neutronen kann man nun den Asym-
metrieterm der Weizséckerformel herleiten. Dazu fithrt man den Asymmetrie-
parameter ein:

N-Z
A

Die Nukleonendichte ausgedriickt durch den Asymmetrieparameter lautet somit

(07

A
=—(1xa
onp = 57 ( )
was man leicht durch einsetzen von « einsehen kann. Setzt man fiir Fy;, ()
eine Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung an und benutzt V = %“7"814 ,
soerhélt man:

(SN

3 R [/8\" 5
Epin (a(N, 2)) = 70— (97T> A+ S
0
5 5 (N—-2\°
Ekin (Oé(N, Z)) O((1+§C¥2) S 1 + § < a1 >
Volumenterm —
Asymmetrieterm
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3.2 Schalenmodell

Experimentellen Befunden kann man entnehmen, dass Nuklide besonders sta-
bil sind, wenn Z oder N folgende Werte annehmen: 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126
(,magische Zahlen“). Kerne, bei denen N und Z magische Zahlen sind, sind
besonders stabil und man bezeichnet sie als doppelt magische Kerne. Beispiele
hierfiir sind:

4 16 40 40 208
oHey , 705, 50Cag , 20Cass , 53 Pbygg

Um diese Zahlen zu erkldren, stellt man sich - in Analogie zur Atomphysik -
vor, dass sich die Nukleonen auf energetisch unterschiedlichen Schalen befinden.
Diese kann man mit Hilfe der Quantenmechanik berechnen.

Man kann verschiedene Kernpotentiale annehmen:

e Rechteck

(r—R

e Woods-Saxon: W(r) = —Wj (1 +e e 0)> mit Wy: Potentialtiefe, Ry:

Kernradius, a: Dicke der Kernoberfliche

e Oszillatorpotential: W (r) = Zwgr? — Wy

Vi(r)
0

<<~ — reales Potential(Woods-Saxon)

Kastenpotential

<—— harm. Oszillator

Oszillatorpotential

Fiir das Oszillatorpotential setzt man den Einteilchenhamiltonoperator an:

- h? m o o
H——%A‘i‘ng’f’ —W()

Die Losungen dafiir sind wohlbekannt:

¢nlm(r) = Rnl(r)}ﬁ7,1(9, ¢)

R,;: Laguere-Polynome x Exponentialfunktion
Yim: Kugelflichenfunktionen
Die Eigenwerte zu diesen Losungen lauten:

3 3
Enl = ﬁwo(Q(TL - 1) + l + 5 = hwo(N + 5)
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wobei N = 2(n — 1) 4+ [ die Hauptquantenzahl ist; N =0,1,2,... ; 1 =0,1,2, ...
N
n= 1’ 2’37 ooy Mmax mit Nomazr = Ngerade

2
% Nungerade

Dieses Modell erzeugt die magischen Zahlen, welche in Analogie zur Atomphysik
immer bei abgeschlossenen Schalen zu finden sind: 2, 8, 20, 40, 70, 112, 168
Das Ostzillatormodell gibt also nur die unteren drei magischen Zahlen korrekt
wieder. Um die oberen Zahlen korrekt darstellen zu kénnen, benétigt man die

Spin-Bahn-Wechselwirkung der Nukleonen.

————— ]S

N=6 S BT
3p

5 2f 112
1h
_3S

4 270

_1g

3 ——_ if 40

2 —<_?Z 20

1 1p 8
N=0 1s 2
Oszillator- Gesamtzahl
zustande der Nukleonen

Abbildung 3.1: Oszillatorschalen. Links die Zustinde des harmonischen Oszillators.
Wenn die zufillige Entartung in jeder Oszillatorschale durch einen Wechsel der Poten-
tialform aufgehoben wird, so erscheint das Niveaudiagramm rechts. Die Gesamtzahl
der Nukleonen, die im Potential bis zur angegebenen Schale untergebracht werden
konnen, ist ebenfalls angeschrieben.

Die unteren Ostzillatorschalen mit ihren jeweiligen Entartungsgraden und der
maximalen Summe aller Zusténde sind in folgender Tabelle angegeben:

N Orbitale Entartung X - Zustinde magnetisch.

0 1s 2 2 ja
1 1p 6 8 ja
2 2s,1d 12 20 ja
3 2p, 1f 20 40 nein

Die zufillige Entartung des harmonischen Oszillatorpotentials wird durch An-
nahme realistischerer Potentiale aufgehoben.

Bisher wurde der Spin der Nukleonen nicht beriicksichtigt, z. B.: Nukleon mit
Orbital 1p kann Gesamtdrehimpuls 1/2 oder 3/2 haben. 1p; /o —— 1pg/2 sind
bisher entartet.

Betrachten wir z.B. °He:
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Grundzustand

T_ (3/2)~
Gesamtspin 3/2 }
P3/2

H _T_l/_ negative Paritét

p

1. angeregter Zustand

— (1/2)-
— Gesamtspin 1/2
esamtspin 1/ } 112

$ 1\ l/ negative Paritét

p

Spin Bahn Term
Die Einfithrung der Spin-Bahn-Kopplung

—

Vie=f(r)l-§

fiihrt zu einer Aufspaltung der bisher entarteten Niveaus. Die Spin-Bahn-Kopplung
erhéilt man in dieser Form aus der Dirac-Gleichung. Es ist zu beachten, dass das
Vorzeichen umgekehrt zur Atomphysik ist.

Der Spin § eines Nukleons koppelt mit dem Drehimpuls [ zum Gesamtdrehim-
puls j , wobei j =1+ % ist. Die Kommutatorrelationen lauten:

15,2 =0 [53.]#0
15,2 =0 [I5,1.] #0
i5,7% =0 [Is,5.] =

Somit sind die guten Quantenzahlen: n, 1, j, m;
Die Einteilchenwellenfunktionen zu diesem Hamiltonoperator lauten:

(I)n l,J,mJ ’I" 3 nl Z Cr%gmlm] lem_] (6 ¢)

mpms
mit C’fﬁ’n den Clebsch-Gordan Koeffizienten
Bei konstanten ortsunabhéingigen f(r), also Vs = cl_:§', und der Beziehung

-

1
- 5= §(j2—l2—52)
gilt:
h2
Vislilos) =C - S (GG +1) = lT+1) = s(s + 1) |5, 1,5)
weil s =1/2 gilt: j=14+1/2 oder j =1-1/2

v B115,1,1/2) fiir j =1 +1/2
ls | .

= 15:1.1/2) =
B [j,0,1/2) i j=1-1/2
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Die Energieaufspaltung Fjs aufgrund der L-S-Kopplung ist somit proportional
zu 214-1.

1—1/2
j=1+1/2 A,
I+1/2

Zusammenfassung

e Jedes Niveau mit j = lax + % wird stark nach unten verschoben.

e Es werden also effektiv Schalen gebildet, da ein Niveau mit Hauptquanten-
zahl N und jax = lmax + % in die Ndhe der Niveaus riickt, die zum Haupt-
quantenniveau N-1 gehoren. Diese Niveaus werden ,, Intruder-Niveaus* ge-
nannt.

e Die magischen Zahlen aus dem Schalenmodell mit fg—Kopplung stimmen
mit den experimentellen Befunden iiberein.

e Die Stirke der Spin-Bahn-Kopplung liegt im Mev Bereich

Energieaufspaltung der Energieeigenwerte

In der folgenden Grafik sind links die Energieniveaus ohne, rechts mit Beriick-
sichtigung der Spin-Bahn-Kopplung angegeben. Sehr gut zu sehen ist die Scha-
lenbildung, welche durch das starke herabsenken der Energieniveaus entsteht.
Rechts ist der Entartungsgrad der jeweiligen Niveaus und die magischen Zahlen
angegeben.
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3d3 /2 4
— 4 4sy /2 2
— 3d —— 297/2 8
6+ % Liyyy 12
3d5/2 6
2992 10
— ] —
Lliygy 14
3p1y2 2
—_—3p —< 3ps2 4
2f5/2 6
—_—2f —
5= < 2f7/2 8
Lhg /o 10
— ] ] —
1hyy 12
— 35 3s1/2 2
2d3/2 4
4+ —2d —< 2d5/2 6
1g7/2 8
1gg/2 10
2p1/2 2
= 1fs/2 4
3 2p3/2 6
—_—f —
1f7/2 8
ot — 28 m— ld3z /2 4
—] ] — 251/2 2
1ds /2 6
1p1y2 2
- =1 < 1p3 /2 4
0 gerade — w15 1s1/2 2

Abbildung 3.2: Energieaufspaltung der Energieeigenwerte
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Kapitel 4

Elektromagnetische
Wechselwirkung

4.1 Elektromagnetische Wechselwirkung von Dirac-
Teilchen (e, u,7,...)

Dirac-Teilchen

Dirac-Teilchen tragen die Masse m, eine Ladung e und werden durch den Spinor
W(z) beschrieben. Sie haben aufierdem den Spin 1. Beispiele fiir Dirac-Teilchen
sind Elektronen, Myonen, Taonen und Quarks.

Wir betrachten diese Teilchen in einem elektromagnetischen (em) Feld, welches

durch das Vektorpotential (A4#) = (A%, A) mit A° = ¢ ausgedriickt wird.
Zunéichst befinde sich das Dirac-Teilchen in einem klassischen dufleren em Feld.

Die freie Dirac-Gleichung lautet
(iv"0, —m)¥ = 0.
Die Wechselwirkung fiigen wir durch minimale Substitution' als
Py — pp — €A, und i0, — 0, —eA,

ein. Durch einsetzen in die obige Dirac-Gleichung erhalten wir eine neue Dirac-
Gleichung, die die Wechselwirkung von ¥ mit dem Potential A, und somit die
em Wechselwirkung beinhaltet:

VH(i0, — eA,)¥ —m¥ = 0.

Mit (7%)2 = 1 und 4°¥ = @ erhalten wir mit

—.

(260 — €A0)\I/ =a - (—ZA — BA)\IJ + mW

1Die minimale Substitution funktioniert in vielen Bereichen der Physik wie in der klassi-
schen Mechanik und Elektrodynamik, der nichtrelativistischen QM und QFT. Sie ist daher
ein wichtiges Werkzeug und immer wieder zu gebrauchen.
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die Dirac-Gleichung fiir ein dufleres em Feld.

Spezialfille

Wir méchten nun kurz zwei Spezialfiille fiir die Dirac-Gleichung betrachten.

(i)

—

A =0, Ay = V(r) Statisches Zentralpotential

Ein Beispiel fiir solch ein Potential ist das Coulomb-Potential eines H-
Atoms. Dies liefert mit der Dirac-Gleichung ein (fast) richtiges H-Spektrum.
Nicht enthalten in der Losung ist der Lamb-Shift, welcher spéter in der
QED diskutiert wird.

Ag =0, A = A(z) Statisches B-Feld
Aus dem nichtrelativistischen Limes der Dirac-Gleichung erhélt man die
Pauli-Gleichung. Der Limes bedeutet in Relationen ausgedriickt, dass % <
1 und |E — m| < m gilt.
Der Spinor des Dirac-Teilchens ist dann gegeben durch ¥ = e_imt(i).
Einsetzen in die Dirac-Gleichung ergibt x = O(%)gp, was also klein gegen
@ ist. Durch eine Entwicklung nach % erhélt man
0 = [ (—iA — eA)? - Gy,
2m 2m

schlielich e . . .

%O'B =5 2-5B
mit § = 15 mit dem Faktor 2, dem g-Faktor?.

4.2 Quantisiertes em Feld (Photonfeld)

Die Feldgleichung fiir A* lautet

Wir verwenden die Lorentz-Eichung 9, A" = 0.

(a)

Zunéchst betrachte man den Fall einer homogenen Wellengleichung, d.h.
j* =0, also eines freien em Feldes mit (JA* = 0.

Das em Feld sei durch (4#) = (0, A) mit VA = 0 (,,Strahlungseichung*)
gegeben.

Es gibt zwei Freiheitsgrade (transversale Welle), die der Polarisation ent-
sprechen.

Die Losungen werden aus der Superposition von ebenen Wellen gewonnen.
Diese ebenen Wellen werden ausgedriickt durch

eﬁ(k)e_ikwv (ku) = (kov E)v w=k = |E|

mit

2Sonst empirisch ermittelt kommt der g-Faktor hier direkt aus der Dirac-Gleichung fiir
Dirac-Teichen als 2 heraus. Man muss aber hinzufiigen, dass experimentell ein Wertg #

e

2 vgl. (9%2 = + ...) gemessen wird. In der QED wird dies besprochen.

27
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e ¢\: Polarisationsvektor

e )\ = 1,2: transversale lineare Polarisation

e )\ = +: zirkulare Polarisation
Natiirlich ist €# - k = 0. Dies spiegelt die Tatsache wieder, dass es sich bei
em Wellen um transversale Wellen handelt. (Longitudinale Polarisation

mit €~ k existiert nicht.)
AuBlerdem gilt

(h)=(0,&), &=1, & -év =20bw.

Bei linearer Polarisation ist €] X €5 = %
Allgemein ist
M = — 1 - .=
(Gi) = (0,%) und € = 7(61 izeg).

> Nun wird das em Feld als Quantenfeld betrachtet, welches Photon-
feld genannt wird.

AH ist jetzt ein Feld-Operator, der auf dem Zustandsraum der Photonen
- |0), |y, kA) - operiert. Hierbei ist k der Impuls, A = £(1) die Helizitiit. 3
Die Fourierdarstellung des Feld-Operators sieht wie folgt aus:

3
#w) = s [ 3 [oatbrek e + ol g™

mit a;(k) als Erzeuger und ay (k) als Vernichter von Photonen mit Impuls

k und Helizitat .
Es gilt
al (k) [0) = [, kN),

ax(k) |y, K'X) = 6 - 26063 (k — k') ]0) .

ay und air\ erfiillen die kanonischen Vertauschungsrelationen?.

Nun sei j* # 0, d.h. wir haben eine inhomogene Wellengleichung JA* =
ejt.

J# wird gebildet von Dirac-Teilchen (e, u, 7). Fiir jede Sorte f gilt j* =
Yty

Die Losung der Feldgleichung kann durch Greensche Funktionen gefunden
werden.

Greensche Funktion: D" (x — y)

D, erfiillt die DGL

Oy D (x — y) = 6*(x — y)g"”

3\ = 0 existiert nicht, da m~ = 0 ist - oder klassisch gesprochen: transversal.
4Siehe bspw. harmonischer Oszillator QM I
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mit g*” = g,
Ar(z) ist A¥(x) = [d*yD" (z —y)eju ().
Mit einem Fourier-Ansatz

d* ;
Do) = [ oy D@

FT®

und der Relation

— d*Q —iQ(z—y)
a9 = [ e

erhélt man nach Einsetzen die algebraische Gleichung
~Q*D"(Q) = g
und schlieBlich die Losung

—ghv
D# =
(@) Q? + ie
mit € > 0.
Dies ist die kausale Green-Funktion, der ,, Feynman-Propagator®.
Kausal:

iD"(x —y) = (0T A" (x) A" (y)[0)

T ist hier die Zeitordnung: A*(z)Av(y) steht fiir 2° > ¢° (umgekehrt
sonst).
- 0 0

D#¥ (x—y) beschreibt Adie usbreitung eines Photons { von Yy f}.ur yo < :1:0

von z—y fiir a2’ <y
AF(z) wird erzeugt durch den Strom UyH¥ = jH,
BILD
+

ete” —— ;ﬁ;f

Folgendes graphisches Symbol wird im Impulsraum verwendet.

Q—

4.3 Ubergangsmatrixelemente, Feynman-Regeln
Jetzt betrachten wir den Ubergang vom Anfangszustand |i) in den Endzustand
|f) durch em Wechselwirkung.

iy — s |5

Beide Vektoren sind Zustédnde von freien Teilchen.
Wir behandeln die zeitabhingige Storungstheorie im WW-Bild. Die Zeitent-
wicklung wird durch folgenden Hamilton-Operator beschrieben:

H= HO + Hine
~~ N~

freies Syst. ww

5Fouriertransformierte, ausgedriickt durch verindertes Argument (Q)
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mit
Hy = Hée,u,f) +HS™, M = /dBm(Ei +§2)

Hier ist £, das transversale freie Strahlungsfeld.

pp—j- A
Hf;gl = e/dgx JH(x)A,(z) = e/dsx @(x)’y“z/)(:c)AH(x) = /d3x Hint ()

mit H;pne(z): Hamilton-Dichte und
H,;p;: Hamilton-Operator der elektromagnetischen WW.

Hine = /de Hint(x)a Hint = e.j'uAu

WW-Bild, Zeitabhingige Storungstheorie

Im WW-BIild symbolisieren die Operatoren die Dynamik von Hy, die Zustdnde
die Dynamik von H,;.
Die Zeitentwicklung eines Zustandes |¥) ist gegeben durch:

[W(t)) = Ul(t, to) [(to))

mit % = H;,U und U(t,tg) =1
Durch Integrieren nach der Zeit von tg anch t erhélt man eine formale Losung
in Form einer Integralgleichung;:

t
Ult,tg) — 1= —i/ dt' Hint(0)U (', to)
to

Die ersten beiden iterative Losungen lauten:

UO (t,t) =1

1
t
UM (t,t0) = 1= [, dt' Hypy(t) U (¥, 10) 1.Niiherung

Der Zeitentwicklungsoperator, U (¢, 1), ist durch den Dichteoperator gegeben
durch:

t t
Ult,to) =1 —i/ dt Hips(t') =1 —i/ dt/d% Hint ()
to to

Wir lassen nun Anfangs- und Endzustand zeitlich sehr weit auseinander liegen:
|i) Anfangszustand, zur Zeit tg — —oo
| /) Endzustand, zur Zeit ¢ — 400

Um die Ubergangswahrscheinlichkeit zu berechnen, benétigen wir das S-Matrixelement

Spi = (f15]7)
wobei der S-Operator gegeben ist durch
S= lim Uty =1 —i/d4XHmt(1‘)

t — 00
to — —o0
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Somit ist |Sy;|?> ~ Wahrscheinlichkeit fiir Ubergang [i) — |f). Fiir |f) # |i)
(sonst trivial) gilt somit:

Spi = —i / it (| Home (1))

—0o0

Sfi = —i/d4$ <f|,Hmt(x)|Z>

Beispiel: e et — u—put
Ublicherweise sind i), | f) Zusténde von freien Teilchen, z. B.

li) = |e”,po1) et goa) et e -Kollision

If)y=Ip" o)t d'oy) ' p-Erzeugung

’u—Paarerzeugung: (ut,p=|SleT,e™) ‘

e 12
< S-Operator

+ +

e I

Die dazugehorigen Strome lauten:

e — Strom : E(e)fy’%p(e) y Y=Y et — Feld

1 — Strom : @(H)'y“w(u) y Y =Y put — Feld

Die Darstellung der Feldoperatoren lauten:

3
Z / O (o ko (ke + df (k) (R)e™*)

dsk ikx —ikx
= Z 9k0 CU Ug (k)e™ + do(k)vs(k)e )
Sy lautet fiir dieses Beispiel:
Spi = —z’e/d4x <f|j(”m(x)A#(x)|i>

mit jé;) = @(u)(z)fy“d;(u) (x), dem p-Strom. A, (x) ist Photonfeld, das vom e-
Strom jé; ) erzeugt wird, daher mit (A):

A(z) = e / 04 Dy (& — )Ty ()7 0y )

In Stérungstheorie sind ¥, @(e), Y(u)s E( ) freie Felder, mit Spinoren (Bezeich-
nung)

u, v fir 4,y (e, e"-Spinoren)

U,V fiir ) (u, p"-Spinoren)
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A, (x) eingesetzt in Sy; liefert:

Spi = o wt|tlee) —ie [ o dalu it yle)  Au@le )
[ — _

=0 _
¢(u)7“¢(u)(m)

= ie? / d'z / 'y (T80 (2740 (2) Do @ =) T (9110 0) =

_ d4Q iQ(x—y) (Z9pv)
f(2 )46 o y)Q 2tie

= —je / ' /d4 /d4y ¢—iQ(w—y) <Q29:v%> :

(), (Q*)\w(m(%)v”wu(iﬂ)w(@(y)v Yoy W)le™ (p), et (q)) =

d4 g 1 4
2 v —iQ(z—y) Jip'x jiq'x ,—ipy ,—iqy . .
b /< (Q2+ze) ce e [(2@3/2]

O[T )YV (q') - v(g)y"ulp)|0) =
T(p)v+V (') - o(g)v u(p) (0|0)
——

=1

= —ie? U )"V (d) - v(g)y u(p) - [(%)3/2] '

™ €

(2m)*0%(p'+4¢' - Q) (2m)*6%(p+¢—Q)

~ i (24t (e ~a)

L
Spi=(2m)*'* (p+q—p —d) - [(%)3/2] - My

My; =T )"V (o) e ola)ien” o)

Die Berechnung lésst sich vollkommen analog mit anderen Fermionenkonfigu-
rationen durchfithren. Die M; lassen sich graphisch durch die sog. Feynman-
Graphen darstellen:

50



Beachte: Q% = (p+ ¢)? = (p + ¢°)? = EZ,,5 > (2m,,)?, daher ist ie unnédtig.
Dieses Beispiel zeigt, wie man M; aus graphischen Elementen erhélt, die man
nach den folgenden Regeln anwendet.

Feynman-Regeln:

W\é\;\m e innere Photon-Linie
W‘< ieyH Vertex
>—o
p— . :
u(p) einlaufendes Fermion
p— o(p) einlaufendes Anti-Fermion
-
—
p— a(p) auslaufendes Fermion
P — v(p) auslaufendes Anti-Fermion®
*—

Beachte: Die innere Linie ist virtuell (Q? # 0), die duBeren Linien sind reelle
Teilchen (physikalische Teilchen, on-shell)

Berechnung von M,

e Zeichne alle verbundenen Graphen fiir einen Prozess, verbunden durch
Vertices und Propagatoren

e Zuordnung der analytischen Ausdriicke geméifi Feynman-Regeln
beachte: Anordnung der Spinoren entgegen der Pfeilrichtung

e Impulserhaltung an jedem Vertex (4-Impuls)

e Graphen summieren
beachte: (-)-Zeichen bei Vertauschung von zwei Fermion-Linien

Mit dem Ergebnis kann man dann die Ubergangswahrscheinlichkeit S i berech-
nen:

454 o
Spi = (2m)* 0% (pi —pp) My - [(270?’/2]

dabei bedeuten: mn; Zahl der Teilchen in |7)
ny Zahl der Teilchen in |f)
p; Gesamtimpuls in |i)
py Gesamtimpuls in |f)

6Bemerkung: Die Spinoren werden entgegen der Pfeilrichtung angeordnet
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Beispiele:

1. e~ p~-Streuung

ieu(p')y"u(p) ((p_i%) ieU(q')v"Ulq)

2. e~ et-Streuung (Moller-Streuung)

Verallgemeinerung auf Quarks

Die Feynman-Graphen lassen sich auch auf Quarks verallgemeinern, da diese
genauso fundamentale Fermionen wie e, i, 7 sind. u,c,t - Quarks haben die La-
dung 2/3, d,s,b - Quarks die Ladung -1/3.

Bisher war e die Ladung des e~. Ab jetzt gilt:

e>0, e=Vinra

Damit folgt fiir die Ladungen:
Ladung des e™: Qee , Qe =—1
Ladung von u,c,t: Quer = +2
Ladung von d,s,b:  Qasp = —3
e*-Strom: Q.etpyta
Quark-Strom: Quety* i , QaepyH i | ...
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A

Vertices: 1eQey*
W\<17C7t)
ieQuct’yu
W\<7S7b)
ieQaspy"
f)
. o
Allgemein: W< Qs
f=e,p,7,q
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Kapitel 5

Wechselwirkung von
Teilchen und EM-Strahlung
mit Materie

5.1 Wirkungsquerschnitt

Teilchenstrahl

Targetpartikel

Definiton:

Jedem Partikel wird eine Flédche o als gedachte Zielscheibe zugeordnet. Deren
Grofle wird so gewéhlt, dass die Reaktion stattfindet, wenn das einfallende Teil-
chen diese Zielscheibe trifft.

Diese Zielscheibe ist der wirksame Querschnitt eines Targetpartikels o[cm
Einheit: 1 barn ~ 10~ 2*cm?

’]

Beispiel:

e <\

=y

Ngz: Zahl der Targetpartikel
A: Fliche
R=No=N%¥s
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Man definiert den totalen Wirkungsquerschnitt:

Zahl der Reaktionen pro Zeit [1/s]
g =
Strahlteilchen pro Zeit [1/s] x Streuzentren pro Fliche [1/cm?]

Detektor

dR(2) _ ATN
d§2 _NTZ

&

dQ2

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist definiert durch:
do Zahl der Reaktionen pro Zeit

a0 pro Raumwinkel x Strahlteilchen pro Zeit x Streuzentren pro Fliche

Es gilt: [, %8dQ=R wund [, 9%2dQ =0

5.2 Grundlegende Prozesse

Materie (Gas, Fliissigkeit, Festkorper) ist charakterisiert durch ihre Dichte p,
Massenzahl A, Ordnungszahl Z, usw.!

Einfallende Teilchen ,spiiren“ die Bausteine der Materie (Kerne (oder Nukleo-
nen) und Elektronen) und treten mit ihr in Wechselwirkung. Die WW zwischen
Teilchen und Materie ist meist von elektromagnetischer und starker Natur.?

Materie
p 0, A, Z | Reichweite bei E~Mev
geladene ot
Teilchen uE
ot pm - mm
o 107%m - 10~%m
neutrale v
~ 10 cm
Teilchen u
v
101" m

5.3 Wechselwirkung von Photonen mit Materie

(hier: B, 2 keV)

Hnternet-Seite der particle data group: pdg.lbl.gov
?Die Neutrino WW ist von schwacher Natur
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5.3.1 Photoeffekt

B.: Bindungsenergiec Wenn £, > B, ist, wird ein Elektron mit der kinetischen

Energie
T.=E,— B,

emittiert. Ein freies Elektron kann wegen Impuls- und Energieerhaltung die Pho-
tonenenergie nicht vollstéandig aufnehmen. Bei Atomelektronen ist dies moglich,
da der restliche Impuls vom Atomkern als Riickstofl aufgenommen werden kann.

Bild5
Die theoretische Berechnung des WQ erfolgt in der QED:3

7
£ T
o= O’th4\/§Oé4ZO€7 2

4 _ 8 2 . _ 62 . ol P . .
mit oy = 370G 5 To = o klassischer Elektronenradius ; €, = ek

,reduzierte“ y-Energie

K,-Rontgen

Auger-Elektron, E, — 2E],

5.3.2 Streuung

(hier: inkohérente Streuung)
Der Compton-Effekt beschreibt die elastische Streuung eines Photons an einem
freien Elektron. Die inelastische Streuung an Atomelektronen kann als Comton-

Effekt behandelt werden, wenn E, > B, o

mit Energie- und Impulserhaltung erhélt man: 7
E
B = 14+ -2 (Ifcosﬂ)
moc2

Somit gilt fiir die kinetische Energie des Elektrons:
T.-=E,—-E,

3Berechnung mit Hilfe der Dirac-Gleichung eines gebundenen Elektrons (+Abschirmung
der Kernladung); Literatur: Heitler, Quantumtheory of radiation
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Die maximale Energie des Elektrons (bei Riickstol) betrigt:

2
2E?

Ee-mow=E,—E,(—7)=——2
e~ ,mazx Y ’Y( ﬂ—) 2E.Y—|—m002

Der Wirkungsquerschnitt wird in der QED mit der sog. ,,Klein-Nishima-Gleichung*
gelost:

d 2 2(1 — cos 6

do _ e 2<1+C0829+7(008>>

Q2 214 ~(1 — cosf)] 14 (1 —cosb)
mit y = 25, re =5 ~28fm=28 - 10" %¥m

Der Differentielle Wirkungsquerschnitt als Funktion der kinetischen Energie des
Elektrons ist:

do mr2 91 s? n s ( 2)
20 _ s_ 2
dQY mec?y? Y(1-9)2 1-s ~

mit s = 72— ; fl% hat sein Maximum bei T~ 4,

Bild7

5.3.3 Paarerzeugung
Bedingung: E, > 2m.c? ~ 1,02MeV

Somit dominiert bei groflen Energien die Paarerzeugung. Die Paarerzeugung
ist nur in Gegenwart eines StoBpartners moglich, da in dem System Photon-
Teilchenpaar die Erhaltungssétze fiir Energie und Impuls nicht gleichzeitig erfiillt

werden konnen. o

+
e
fiir hohe Energien kann der W(Q gegeben werden durch:

1
OPaar =~ (4047“2)Z2z In 83

1
3

5.3.4 Kernphotoeffekt

Der Kernphotoeffekt ist selten im Vergleich mit anderen Photoreaktionen. Bei
diesem Prozess werden Photonen vom Kern absorbiert und Neutronen (Pho-
tonen) emittiert, (7, n)-Prozess. Die Energie (Frequenz), bei der dieser Prozess
stattfindet, nennt man Riesenresonanz und liegt bei ungefihr 20 MeV.
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Strahlungslinge x

1 N 1
— 4auZ2re In ﬁ
i) A

Wl

o: Dichte
N 4: Avogadrozahl
A: Massenzahl

Mit obiger Definition ist die Wahrscheinlichkeit P, dass ein Photon ein ete™
Paar in der Strahlungslinge x( erzeugt, gegeben durch:

N 7
P = OPaar (QA4A> To = §

Die mittlere freie Wegléinge eines Photons (mit hoher Energie) betrigt demnach:

7
)\Paar = § Zo

Zo: mittlere Entfernung ()), in der eine Elektron % seiner Energie iiber Bremss-
trahlung verliert.

Experimentelle Resultate werden durch folgende Beziehung gut gefittet:

o 716,4gcm™2 - A N 287
0T Z(Zz+1) VZ

Beispiele:

e HyO: & = 3608 cm = 36,08cm

. mo _ 24,01
o Al 2 = .00 cm = 8,9cm

L mo _ 1384

e Fe: ) = werom= 1,76cm
. zo _ 6,37 _

e Ph: ) = Tisscm = 0,56cm

5.3.5 Abschwichlinge bzw. Abschwichungskoeffizient

Ototal = Ophoto + O compton + Jpaar(""-n) [Cm2]

Die Wahrscheinlichkeit fiir (irgend)eine Reaktion eines Photons in der Absor-
berschicht der Dicke dx ist gegeben durch:

Piotal = Ototal [sz] : N[Cm_s] : dx[cm]

mit N: Anzahldichte der absorbierenden Teilchen (Streuzentren)
Daraus folgt eine DGL fiir die « - Intensitiit:

—dI(z) = 1(2) + Piotar = I(x)01e Ndx
= I(l’) = Io . eia.N'I = Ioe_ﬁ = Ioefﬂm

mit p:= oot - N = 0ot (%) [cm™1]
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Abbildung 5.1: The total mass absorbtion coefficient for high energy photons in
lead, indicating the contributions associated with the photoelectricabsorption,
Compton scattering and electron-positron pair production. (From H. A. En-

ge (1966). Introduction to nuclear physics, page 193, London: Addison-Wesley
Publishing Co.)

5.4 Wechselwirkung geladener Teilchen mit Ma-
terie

Eintrittsenergie: E

Austrittsenergie: E’

Eintrittsimpuls: p’

Austrittsimpuls: p’

AE=FE—F Ap=p—7p (,Ablenkung®)

Anders als bei Photonen tragen viele Kollissionen zwischen Teilchen und Materie
zum Energieverlust bei. Man spricht von statistischen Effekten (bei Photonen:
stochastische Effekte)

Die grundlegenden Prozesse kénnen folgendermafien klassifiziert werden:

1. inelastischer Stofi mit atomaren Elektronen (d.h. Ionisation bzw. Anre-
gung)
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W; oder I: notwendige Energie um ein Elektron-Ion Paar zu erzeugen
Bsp.: Die Austrittsarbeit von Argon ist W; ~ 25eV. Betrigt der gesam-
te Energieverlust AE ~ 1MeV, so wurden ca. 40.000 freie Elektronen
erzeugt.

2. d-rays
stochastisch kann ein grofier Energie- und Impulsiibertrag stattfinden (,,hard
knock-on“)

3. elastische Streuung an Kernen (d.h. keine innere Anregung)

4. Strahlungsemission (Cherenkov-Strahlung)

5. inelastische Kernprozesse

Aufbrechen des Kerns mit Produktion von Teilchen

6. Bremsstrahlung

5.5 Energieverlust schwerer geladener Teilchen

: . dE
Energieverlust pro Wegstrecke: ¢

Stoppingpower = S = —%
5.5.1 Bohr’s klassische Beschreibung des Energieverlusts

schwerer Teilchen (m > m,)

Annahmen: - ,freie Elektronen*
- in Ruhe (zu Beginn): , statisches Bild“
— E-Feld der Anfangskonfiguration

n,ze.

Ap:/th:/EJ_dt:e/EJ_dt:e/EJ_%dx:e/EL%
X v

Losung des Integrals mittels Gauschen Satzes:

/ EdA = /EJ_27deX = 27Tb/EJ_dX =4rze
A
2
= /Ede = %
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2z€2

= Ap =
bv
Der Energieiibertrag auf das Elektron betrigt damit:
Ap? 9,204
AB(b) = 22 = F¢

2mMe  Mev2b?

Der Energieverlust an Elektronen mit der Elektronendichte N, zwischen b und
b+db betrigt:

—dE(b) = AE(b)N.dV = N, - 2rb - db dz
—_——

Zahl der e” im
Volumenelement
4mz2e* db
= N, e—dX
b
Um % zu berechnen, darf man nicht von b = 0 bis b = oo integrieren, da dies
den Annahmen widersprchen wiirde:

mev?

e Die Wechselwirkung fiir groie b findet nicht in kurzer Zeit statt
e fiir b = 0 wére der Energietibertrag unendlich grofl

Man integriert also von b, bis byaz:

_dE B d7z%e* N, In bmin
dx B U2me bmafc

Nun miissen wir noch die Werte fiir b,,,;, und b,,., abschéitzen:

® b,in: klassisch ist der maximale Energieiibertrag auf ein Elektron bei

head-on Kollision:
me(2v)2
2
bzw. relativistisch:

2mey?v? mit y = (1 — B)_% undfg = 2
c

2224 9 9
———— =2myv
mev bmzn

262
= bmin = p)
MYV
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® b4, Elektronen sind (doch nicht) frei, sonern am Atom gebunden. Damit
das Elektron absorbiert werden kann, muss die Zeit kurz sein im Vergleich
zur Umlaufdauer des Elektrons:

T=— mity: Umlauffrequenz
v

typische Kollisionszeit: t = 2

v

relativistisch: t — % = =

t b 1

- —<r==

Y v v
4% . .

= bpas = — mit7: mittlereUmlauffrequenz
U

Somit folgt fiir den Energieverlust:

dE 423
dx  mew?

mev%?’

N1
. 2e2p

Die Bohr’sche klassische Formel gibt eine gute Beschreibung fiir a-Teilchen und
schwere Ionen, fiir Protonen jedoch nicht. Die Formel enthélt allerdings trotzdem
alle wesentlichen Eigenschaften!

5.5.2 Bethe-Bloch-Gleichung

Die quantenmechanische Beschreibung des Energieverlusts eines Teilchens der
Ladung ze in einem Materialstiick der Dicke dx liefert die Bethe-Bloch-Gleichung
(giiltig fiir 8y > 0,01):

dE 9 o, Z 22 2me Y20 Winas 9 0
5 27 Norimec QZ? In — 7 ) 208" — 3

o 27 Nor2mec? = 0,1535MeV <2

re: klassischer Elektronenradius 2,817 - 10~ ®m

me: Elektronenmasse

Ng: Avogadrozahl

I: mittlere Anregungsenergie des absorbierenden Materials

Z, A, 0: Ordnungszahl, Massenzahl, Dichte des absorbierenden Materials

z: Ladungszahl des Projektils (Teilchens)

B=2 . 1=VI-F

0: Dichte Korrektur: Das Projektil polarisiert Medium langs seines Weges.
E-Feld fiir das entfernte Elektron wird abgechirmt

Wmaz = 2mec252’72
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NB: Der Energieverlust hingt von der Geschwindigkeit und Ladung des Teil-
chens ab, aber nicht von der Masse.

I = hv (aus Bohr’schen Formel)

I 7
=02+ 2)eV Z<13
I —1,19
7= (0.76 458,82 1))eV 7 >13
22 ...1.,.1rr|| ]ruv\luuurlnu|r|ru|r||u||]’1llv]ll1l-
20 ? —
18 bt ]
a5 ICRU 37 (1984) ]
3 16 H (interpolated values are -
B | /ncl:markedwith paints) 3
I 5 ]
R 14 N Barkas & Berger 1964 1
12 H Bichsel 1992\ 3
10F—--- W - =] g ]
r ¢ b ]
8 -LllllIIIJIIIIIII.III]iIIIlIII Illllllllhllll L L L
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
z
Diskussion

e bei nicht relativistischen Energien ist ‘31—5 x T% x %

e Abnahmen von % mit zunehmender Geschwindigkeit bis v &~ 0,96¢, wo
ein Minimum erreicht wird.

»MIP*“: minimal ionizing particles

e Fiir v > 0,96¢: Zunahme von 3_5 o Iny?

Energieverlust als Funktion der Energie eines Teilchens:
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log(—dE/dzx)

Sl

~ log~*

~ 2M c? kin. Energie, log F

fiir By = 1000 werden Strahlungsprozesse wichtig und dominieren i—f.

Minimaler Energieverlust typisch ~ 2 MeV /cm.

Die Bragg-Kurve Energieverlust entlang der Teilchenspur: Bragg-Kurve

_4dE
dx

T

Maximaler Energieverlust am Ende der Spur. Anwendung in der Strahlenthera-
pie mit schweren Ionen.

Intensitat

Ocm Gewebetiefe 15 cm
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5.6 Wechselwirkung von Elektronen mit Mate-
rie

Im Gegensatz zu schweren lonen entsteht ein zusétzlicher Energieverlust durch
Bremsstrahlung aufgrund der geringen Masse des Elektrons.

klassische Beschreibung: Emission von EM-Strahlung aufgrund der Beschleuni-
gung (d.h. Ablenkung von geradlinigen Bewegungen) durch das elektrische Feld
des Kerns.

Bei wenigen MeV ist die Bremsstrahlung gegeniiber % gering. Bei einigen 10
MeV hingegen ist ‘é—g dominiert durch die Bremsstrahlung

B\ (dB) , (dE
dx tot - dzx C dx rad
———— —_——

Coulombstrahlung  Bremsstrahlung

dE N, 183 E
— = ~4—2s7%2F 1 =
(dx)md A ez Te n(Zl/3> o

kritische Energie E¢: (%)T ad = (%)C fir E = F¢
800MeV
Eor~ ——
THRCR T

Beispiele:  Pb: Eg = 9,51MeV
Al: Ec = 51,0MeV
Hy;0: Ec = 92,0MeV

— (dEE> = i—j = E(x)e_%
5.7 Cherenkov Strahlung

Emission von EM Strahlung, wenn sich ein geladenes Teilchen mit einer Ge-
schwindigkeit grofler als die des Lichts in dem Medium ausbreitet.

c . .
Uparticle > — , 1 : BrechungsindexdesMediums
n

i~ ¢ _}

Wellenfront hat eine konische Form (Cherenkov Kegel) mit Offnungswinkel O ¢
wobei cos O¢ = ﬁ%(w) gilt.
Der Energieverlust ist hierbei aber klein im Vergleich zu beispielsweise Kollissi-

onsverlusten. B
—— ~ 10*MeVem?2g !
dx

Der Effekt wird zum Nachweis von Strahlung in Detektoren verwendet.
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5.8 Nachweis von Neutronen
Nachweis iiber n-Einfang mit anschlieBender Emission von
v-Quanten
5Gd +n — P0Gd* — ¥5Gd +3y  E, ~8MeV
e Paarungsenergie wird frei

e Finsatz in grofivolumigen Szintillationsdetektoren

Nachweis von schnellen Neutronen iiber elastische Streu-
ung

Der n-Einfang ist dominant fiir ,langsame“ Neutronen (E, < 0,5 eV). Fiir
»schnelle® Neutronen dominiert hingegen die Streuung.
n

n mit &,

24 RiickstoBBkern, Er
ER = m(l — cos 0 ) . En
mit
e A: Atomgewicht des Targetteilchen und

e 0*: Streuwinkel des Teilchen im CMS, wobei

1 — cos 6*
0=y —
cos 5

4A
E maxr — 71 . a\o En
f (1+ A)2

ER maz = En fiir Wasserstoff

Neutronen , thermalisieren® effizient fiir leichte Absorbermaterialien (H2O, C, Han y2, . . .
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Kapitel 6

Teilchenbeschleuniger

Der zentrale Parameter bei Teilchenbeschleunigern ist die Strahlenergie.

e Man benutzt ein ,Mikroskop“, um kleinste Strukturen zu untersuchen.

Die de Broglie Wellenlénge lautet:

Ll
171

Somit gilt: Je grofler die Energie (bzw. |p]), desto kleiner sind die auflésba-
ren Strukturen

A=

Bei hochenergetischen Teilchenkollisionen werden neue (schwere, instabile)
Teilchen produziert. Ublicherweise werden geladene und stabile Teilchen
beschleunigt, wie z.B. e, e, p, p, schwere Ionen und in Zukunft auch p*.
Es gibt zwei Moglichkeiten beschleunigte Teilchenstrahlen zur Kollision zu
bringen:

1. Collider: Kollision mit zweitem (entgegenkommenden) Strahl

2. Kollision mit festem Target
In beiden Fallen konnen entstehende Teilchen und Wechselwirkungen un-
tersucht werden. Mit festen Targets konnen zudem sekundére Teilchen

produziert werden ,die elektrisch neutral sind und somit nicht beschleu-
nigt werden koénnen.

Beispiele fiir Auflésungen

GeV
c

|pl =1 — A =1,24 - 10~ m ~ GroBe eines Protons

GeV
c

—A=1.24-10"¥m

171 = 10°

~ Grofle der Protonensubstruktur (Quarks)
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Suche nach neuen Teilchen Kollision von Teilchen 1 mit mq,p; und Teil-

chen 2 mit mo, p3:
Energie im Laborsystem:

Ep = \/p_iQCz +mict + \/p3202 + m3ct
IPL] = [pi + P3|

LI: E% —p_['/QCQ g 15*202

E* =\/E% —p12e?
Schwellenenergie fiir die Produktion neuer Teilchen E* = 3. m;c?

pp — Pppp

GeV
o2

m1 =mo =m = 0,9383

lpLl = Ipil, |p2| =0
GeV
C

E* = 4mc® = 3,75GeV , |pi| = 6,5

6.1 Schwerpunktsenergie /s

Gesamtenergie aller an einem Prozess beteiligten Teilchen beziiglich ihres ge-
meinsamen Schwerpunktes:

pi: Viererimpuls des i-ten Teilchens

e Beispiel 1: Kollision zweier Teilchen mit entgegengesetztem Impuls

E E
_ Pz _ —Px
P1 Dy y P2 —Dy
2 —Pz
E E \]?
Dy —Py
Y2 —Pz

e Beispiel 2: Teilchen A mit E, und m, trifft auf Teilchen B mit my:

2

FE FE
Vs = Z; + 8 :\/2Eama+mg+m§
Dz 0
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fiir Hochenergieexperimente, bei denen die Masse der Teilchen im Ver-
gleich zur Strahlenergie vernachlissigbar ist, ist v/s ~ v/2E,my

NB: Schwerpunktsenergie wéchst nur mit der Wurzel der Strahlenergie,
beispielsweise hat 22GeV + §2GeV die gleiche Schwerpunktsenergie wie
—

1TeV+ fixed target

—_— —

1TeV + iTeV < 103TeV + fixed target

6.2 Energieverlust durch Synchrotonstrahlung

Wird ein Teilchen mit Ladung e und Energie E auf einer Kreisbahn mit Radius rg
gehalten, so wird sie beschleunigt und gibt somit Energie in Form von Strahlung
ab. Die abgestrahlte Leistung betragt:

P(E, o) e?c E \* ecy*
T = =
o 6meor2 \ moc? 6meors

6.3 Luminositidt und Reaktionsrate

Reaktionsrate R
R = ¢,NioR
wobei
e ¢,: Fluss der Projektile (in s~'em™2)
e N;: Anzahl der Targetkerne im Strahlquerschnitt
und
e og: der Wirkungsquerschnitt (in cm?)

ist.

Luminositat L

Waéhrend der Wirkungsquerschnitt den Streuprozess beschhreibt, charakterisiert
die Luminositét die Performance des Beschleunigers.

=,

L=¢,Ny==L.-d-A-ng=N,-d-ny=nyp v, N
mit
e d: Targetdicke
e n;: Targetdichte
Collider: L := f - n - M2 mit

e f: Umlauffrequenz

69



e n: Anzahl der , Teilchenpakete*
e Njo: Anzahl der Teilchen pro Paket
e A: Uberlappende Fliche

Typische Luminosititen:

e fiir pp - Collider: L ~ 1032 em 25!
beim LHC ist geplant: L ~ 103* ¢m =251

Fiir einen totalen Wirkungsquerschnitt von oy,; = 0, 1b fiir pp Kollisionen
bei /s ~ 14TeV ergibt dies eine Reaktionsrate von 10° Ereignissen pro
Sekunde!

o fiir fixed-target: Im Vergleich dazu betrachten wir ein fixed-target Ex-
periment mit einem 1m langen Target aus fliilssigem Hs und einer Strah-
lungsintensitiit von 102 Protonen /s:

Linae ~ 10%7cm 2571

6.4 Teilchenbeschleuniger und Teilchendetekto-
ren
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Elektrostatischer Beschleuniger

Beschleunigungs—




Tandembeschleuniger

Positive high voltage terminal Electron adding canal

Positive ion beam Negative ion beam
Charging Belt /

/

(i m@/:fmﬂmmﬂﬁ

F _ $+ 3 + + 4 1+ 3 3 - s e e mE e =

xxxxxxxxxxxxxxxxxxx

& ihia: J

Gas stripping canal

Analyzing magnet lon source

Analyzing magnet

Positive ion beam
Switching magnet




1——_______ .
acceleration cavity

00000

Figure 4.4: Sketch of a circular (left) and linear (right) accelerator. A circular machine
needs to have one acceleration cavity, while a linear machine needs several cavities in
series in order to reach high energies.

Cyclotron

Gleichspannungsque]le

==h J

—— Elektromagnet

(RE)

—_Vakuum-
kammer (Dee)

Figure 4.5: Sketch of a cyclotron accelerator. Source: [8, p. 108].
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Cyclotrons

First successful
cyclotron
(Lawrence, 1931)

590 MeV cyclotron at the
Paul Scherrer Institut

Figure 4.6: A first prototype of a cyclotron (by Lawrence) and the 590 MeV isochronous
cyclotron at PSIL.
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Collider

Beschleunigungsstrecke
Ablenkmagnet e e /

magnet

Wechselwirkungspunkt

| gepulster gepulster
¥ Injektionsmagnet Injektionsmagnet -3

Teilchendetektor

\ HF —Sender

HF - Sender

EA

Fokussierungsmagnete

Die CERN Beschleuniger

CERN's Chain of Accelerators

LEP/LHC

P
rr

i proton - . =
Linacs * £ EPA 4 == LIL
™S on : = e'e” linacs
BOOSTER "‘
¥ e ".CDM) (In preparation)
N N
#j P (prokon)
[} B
»j o (posivon)
# | & (otecwon) .
b1 1l protonanepeoion comenson LIL : Linear Injector for LEP SPS : Super Proton Synchrotron
EPA : Electron-Positron Accumulator LEP : Large Electron-Positron Collide
PS : Proton Synchrotron LHC: Large Hadron Collider

7 TeV protons => 5.4 T for r=4.3 km
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CERN bel Genf

Proton-driven plasma wakefield acceleration (PDPWA)

Ez GeVim w105 em® A pukhov, U. Diisseldorf,
g " 2 VLPL
E
* e Ey GeVim,
L ' loaded vs unloaded
electron proton
fuinch hunch -0.7] 0 2

) “BE

0o Il }G '1 (
a1 St \
Drive beam: p* 2 /e 2 wm p

E=1TeV, N =10% Energy, TeV AWIW, 102
0,=100 um,0,=0.43 mm 10
0,=0.03 mrad, AE/E=10% g
600 GeV e beam

Z_mm

Lo T T

=

n

<1% AE/E
in ~500 plasma

Witness beam: e
E;=10 GeV, N,=1.5x10% 0.5

LR

Plasma: Li*
n,=6x10%cm? 1
External magnetic field: )

Field gradient: 1000 T/m 0 200 400 600 0 200 400 atl

Magnet length: 0.7 m Zm Zom
June 011 A. ca'd\‘:‘f@,“,;._'_(-_,l;%?_\!; A. Pukhov, F. 5imon, Nature Physics 5, 363 (2009).

-

78



-2

Peak luminosity (1032 cm™s 1)

LHC Luminosity Plots for the 2011 Proton Run
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Detectors at accelerators experiments

Figure 4.14: Schematic view of an experimental setup for a fized target exp

il e

Direction & momentum

measurement

Direction & momentum

measurement

Bestimmung von
-Raumkoordinaten und
Zeiten der
Endzustaende
-Impulse der Teilchen
-Energy der Teilchen
-Art der Teilchen (PID)

Figure 4.15: Schematic view of a detector for colliding beam experiments.

From https://edit.ethz.ch/itp/education/lectures_hs10/PPP1/2010_11_01.pdf



Silicon strip tracker

Calorimeter
Muon identification

Silicon pixel tracker

4.
~
»
.

4 Tesla solenoid

length

‘e B

@ (b)

Figure 4.17: Momentum measurement in collider experiments using a magnetic field. The
magnetic field is parallel to the beams (orthogonal to the page).

p=03BR

length = [ = 2R sin (g) ~ RO

_ o length _ 03B
R p
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p i 9 =
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Transversaler u. longitudinaler Impuls

i x-axis “Transverse” ,
i xy-plane

¢ y-axis

Proton

Figure 4.18: Azes labelling conventions (a) and definition of transverse momentum (b).
g Hiie . .

E 1n-¢ Space a
Gaxiy o n=—In |:tan (%)]
nter o d C

xzplane | xaxis e e ‘/(' (pseudorapidity:

| . ’)ﬁl Lorentz invariant

v unter

| W 1 —* |ongitudinalem
T G S d=Jm,-n) -9, -¢)" boost)

(a) (b)

Figure 4.19: Definition of the longitudinal scattering angle 8oy (a) and definition of par-
ticle distance in the n-¢ plane (b). Source: [10].

— | e M08

: 3 "’----.\___3‘“_ o rad 0=45"

B \ 9:10wn:244
i "‘l — 0=0¢ » rl =<0
(a) (b)

Figure 4.20: Pseudorapidity as a function of Ocyr (a) and pseudorapidity for various values
of B¢y (b). Source (b): [11].
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;.

<
Beam < e e

. Beam

<+ >

R s 4 = Remnants
<

Jet

Kein transversaler Impuls vor Streuprozess => Gesamt Transversalimpuls der
final state Teilchen muss identisch null sein

(2) Sum of Transverse Energy = 782 Gev

Calorimeter lego plot
Two Jsts, 424 GeV and 371 GeV

Figure 4.22: Two jet event, reconstructed in the tracking chamber (b) and calorimeter
signals (a) of the D& experiment.

Missing mass method

A collision is characterized by an initial total energy and momentum (F;,, Pi,). In the
final state we have n particles with total energy and momentum given by:

E:iE,—. (4.10)
7= 7 (4.11)

Sometimes an experiment may measure E < F;, and p # P;,. In this case one or more
particles have not been detected. Typically this happens with neutral particles, most often
neutrinos, but also with neutrons, 7°, or K. The latter have a long lifetime and may decay
outside the sensitive volume. To quantify this process, we introduce the concept of missing

mass:

missing mass X ¢ = \/(Ewm — E)2 — (Bin — D)2 (4.12)

The missing mass is measured for every collision and its spectrum is plotted. If the spec-
trum has a well-defined peak one particle has escaped our detector.
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1

Figure 4.24: Production and decay of a W boson in a pp collision.

Muon-Impuls wird gemessen, Neutrino entweicht Detektor
Gesamtsumme des transversalen Impulses is ungleich 0!
Experimentelle Signatur: fehlender transversaler Impuls

Invariant mass method

The mvariant mass 1s a characteristic of the total energy and momentum of an object or a
system of objects that is the same in all frames of reference. When the system as a whole
is at rest, the invariant mass is equal to the total energy of the system divided by 2. If
the system is one particle, the invariant mass may also be called the rest mass:

m?ct = E? — P2

For a system of N particles we have

N 2 N 2
W2t = (Z Ei) — (Z m) (4.13)

i

where W is the invariant mass of the decaying particle. For a particle of Mass M decaying
into two particles, M — 1+ 2, Eq. 4.13 becomes:

Mt = (Ey + E)* — (B1+ P2)*® = mic' + miyc' + 2(E\Ey — By - Poc®) = (p1 +12)°
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Invariante Masse: ™ -V

Figure 4.28: 7 decay in two photons. ¥ denotes the laboratory frame (left) and X* denotes
the pion rest frame (right). Source [8, p. 95].

"
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\
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0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.26
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Figure 4.29: Invariant mass spectrum for photon pairs. The 7° appears as a peak at the
pion mass.

Energies and rates of the cosmic-ray particles

' ' ' CAPRICE —&—i
BESS98
AMS
Ryan et al.
Grigorov
JACEE
Akeno &
Tien Shan
MSU
KASCADE + 7
CASA-BLANCA
DICE
HEGRA

~ protons only

all-particle
53

:

102

| elecirons
% x

(GeV cm@sr's™)

E2dN/dE

x
i X
positrons. x
*
e X

10—4 -

7,

3

10°®

10—8 -

X

x
X

I antiprotons

CasaMia
Tibet
AGASA

: HiRes1&2
=% Auger2009

b ]

=

Fixed target

i e TEVATRON

Vgl. mit collider
korrigiert auf Vs

LHC

1010
10°

Evin (GeV/ particle)

84



P Eq
&

Grigorov
= JACEE
E MGU

—
[=]
.

TienShan
Tibet07

+ Akeno
CASA/MIA
Hegra

F Flys Eye
Agasa
HiResl
HiRes2
Auger SD
Auger hybnid
Kascade

E>TF(E) [GeV!'" " m™2 57 sr!)

—
=]
[}

T T

ArOoO® ¢ 0 BO 66 4dp
>

1 Ll Lol Ll Pl - Lol P 1 1 |
1013 1014 1015 1016 1017 1018 1019 1020
E [eV]

Figure 24.8: The all-particle spectrum from air shower measurements. The shaded
area shows the range of the the direct cosmic ray spectrum measurements. See
full-color version on color pages at end of book. T. Gaisser, T. Stanev in www.pdg.lbl.gov
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E = (BC]RL

max Armor

= ﬁsh(BC) l

Jource

\,\\
Stau‘hu{;[
I ™

107 E | |
107 10° 107 10" 100 10°
. [ [pcl

Source

ir Karrahys

From A. Taylor

' p = proton
L = muon
7T = pion
V = neutrino
et =electron
e~ = positron
7= photon

Figure 2.4: Two body decay of the parent meson into muon and neutrino. - The
left figure displays the back-to-back kinematics in the nter of mass (cm) frame.
The right figure shows the momenta after Lorentz transt

nto the laboratory frame.
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ycm 3 o ylab A
lab
. i e, :
Xc m L * x]a b
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I u

Figure 2.4: Two body decay of the parent meson into muon and neutrino. - The
left figure displays the back-to-back kinematics in the meson center of mass (cm) frame.
The right figure shows the momenta after Lorentz transformation into the laboratory frame.

E, =y EJ" + Byp) P = |p™| cosf, and

E,=vE™ +Bvpu pop = |p™| cos(8, — ) = —|p™"| cosb,,

E, = ~|p™|(1 + cosf,) and 5 = m2/m?

E, = )Ipml(ii_:’ —cosﬂ,,).

Aus Schoenert et al., Phys.Rev.D79:043009,2009

Y primary * *hadron” primary

[
-

T TS
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Fig. 2. The Inner and Outer Nylon Vessels installed and
inflated with nitrogen in the Stainless Steel Sphere.

Borexino Detector

External water tank ——. tainless Steel Sphere
Nylon Outer Vessel

Rope | Nylon Inner Vessel
; ' Fiducial volume

Internal
PMTs ——

for extra
shielding Muon

PMTs

88

Fig. 3. Inner surface of the Stainless Steel Sphere. The picture
is taken from the main SSS door, and shows the internal
surface of the sphere with PMTs evenly mounted inside. The
a haffar ie ranvenient hecanea it matches hath the total number of PMTs is 2212.



Fig. 4. A pictorial drawing of the Borexino detector. Inside
the Water Tank, the Stainless Steel Sphere is supported
by 20 steel legs. Within the sphere, the drawings shows
some PMTs (white full circles) and the Inner and Outer
Nylon Vessels. The steel plates beneath the tank improve
the shielding against radiation from the rock.

o

Fig. 6. Emission spectrum of the PC4+PPO mixture used in
Borexino

o e R

et

W

Fig. 7. Attenuation length of PC (full squares) and PPO
(empty circles).
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Fig. 5. The inner surface of the Water Tank covered with
layer of Tyvek. The Tyvek sheets improve light collection i
the Outer Detector by reflecting the photons back into th
water.

gether with the low absorption of the scintillator

PC + PPO (1.5 g/1)

Time (ns)

Fig. 8. Time response of the Borexino scintillator mixture
for o and 3 particles.



— Fit: y?/NDF = 185/174
— "Be: 49%3 cpd/100 tons
| — Bi+cNO: 23%2 cpd/100 tons
10 — ®Rr: 25%3 cpd/100 tons
— Hc: 2581 cpd/100 tons
'C

107"

1072

Counts/(10 keV x day x 100 tons)

T PP T PRPEFE EVRPITE FIVRTI BV AT IR e
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Energy [keV]

107

Figure 2. Spectral fit in the energy region 160-2000 keV. Contributions from 2"Pb. pp. and
pep neutrinos, not shown, are almost negligible with respect to those in the figure.
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Kapitel 7

Elektromagnetische
Streuprozesse

7.1 Wirkungsquerschnitt

relativistisch, i.A. mit Erzeugung und Vernichtung von Teilchen.

a b1

Pa P2

Py

a+b—142+...4+n
|i>:‘pa7pb> ’ Pi:pa + D
‘f>=|p1,...,pn> ., Pr=pi+..+p,
Ubergangsamplitude Sy;:

Spi=(f|Sli) = (2m)* - &(p+P—p —P)- IJ;

Konvention 4-Impuls- aus
Erhaltung Feynman-
Regeln

Tri = My

ausFeynman—Diagrammen

i

~| 2+n

(2m)
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Ubergangswahrscheinlichkeit: differentiel, fiir Ubergang in Phasenraum-
element
d® = |Syi|* d®

, da kontinuierliches Spektrum

Problem: [§%(P; — Pf)]2 nicht definiert
Umgehungdes Problems:

e endliches Volumen V = L3
e cndliche Zeit T

fiir die 0-te Komponente ergibt sich also:

T/2 _
270 (w) ~ / dt et = 2 sin(wg)

—-T/2 w
T—00:2mé(w)
2 T, 2 T
[276(w)]* — T - T sin(wg) - sin(w;)
1 6(w)-2m

also: [270(w)]? — T - 276(w)
analoge Rechnung fiir die 3 Raumkomponenten.

= [(2m)* 6" (P, — Pp)])? — (2m)*0Y (P — Py)-T -V

= dW =V - T (2r)*6*(P; — Py)|Tpil? d®

aw .. U-Wahrscheinlichkeit
—— = Ubergangsrate = -
T Zeit
d
O = Vn)5* (P, — P Tpl* d®
Wirkungsquerschnitt
aw 1
dU = V7 " S
T |jIN

j: Stromdichte einlaufend (z.B. a)
N: Anzahl der Targetteilchen in V (z.B. b)
Beispiel:

()P (M)
Target (Ruhe)



Raumwinkel

p’/
B 9 Streuwinkel 6
Target (z-Achse)
d) = dcos 0de

Bestimmung von j und N

Kontinuum:
(plp") = 2p°6°(F — ")

fiir endliches Volumen:
2’03 (F—p') =V - bsp
0

/ 2p
(plp") — wagﬁﬁ

2p°
(plp) =V = N,, Teilchenzahl in V

(2m)3
2P0 2M
P|P V—s=——-=N(=N,
< | > - (27‘()3 (27‘(’)3 ( b)
Teilchendichte:
N,  2p°

Stromdichte:
2p" 2|p]

- S E 2
I 0" = gy e VI

Anzahl der Target-Protonen:
2P0 2M

M=V =V e

Damit ergibt sich fiir den Wirkungsquerschnitt:

AW (21)? (27)?
T T 2 2M

(2,”.)10

do =
4M|pl

| Tyil26*(P; — Pr) d®

Anmerkung: |j| - N kann invariant geschrieben werden:

1 - N = M|p| = P°lpl = /(p- P)? — m2M?

Der Wirkungsquerschnitt ist somit in jedem Inertialsystem auswertbar, z.B. im
Laborsystem (Target ist in Ruhe) oder im CMS (Schwerpunktsystem: p'= —P)
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Spezialfille

(i) ohne Riickstofl (Riickstofl vernachlissigbar)
m < M, |pl,|p’| < M, P° ~ P =M, (P ~0)
— uhendes Target, Laborsystem

2m) 2
dr = T T an
1 4
Tf’i = 2 Mfz
(2m)*

(i) Target mit RiickstoB: P’ # P
nur wichtig fiir grofie Energien |p] 2 M.

P =IpI=E p°=p'|=E"

d3 P/ dS p/

4
g (p—i—P—p/—P/)- 9 pro ’ 2p/0

iiber d*P’ integrieren mittels §-Funktion ergibt:

dSP/ d3p/
4
(p+P—p —PF)- 2P0 ’ 2p/0
N~~~ ——
4 /! /2 2
— 1
d*pP 5(P M ) 7p’0dp’0dQ
S((p+P—p")2)— M2 _2 —_—

L1p’1dp0dn

Es gilt: [p/|d]p’| = p/Odp’® (ohne Beweis)

Somit ergibt sich fiir den Wirkungsquerschnitt nach der allgemeinen For-
mel:

do (2m)"2 (E'\® )
dQ ~ 1602 (E My

E M
E M+ E(1—cosb)

fiir m =~ 0, d.h. |[p] > m
Energie des gestreuten e~ als Funktion des Streuwinkels. (siehe auch
Compton-Streuung mit M = m,)

7.2 Elastische Elektron-Proton-Streuung

Verschiedenen Stufen der Approximation

(i) statisches Proton (ohne Riickstof})
Dirac-Proton: Masse M, Spin %, punktférmig, magnetisches Moment
mit g = 2
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(ii) mit Riickstof}, Dirac-Proton
(iii) realistisches Proton (physikalisch)

e riumliche ausgedehnte Ladungsverteilung

e magnetisches Moment mit g # 2

7.2.1 Statisches Proton (Coulomb-Feld)
Notation:

e Elektron-Spinoren: u(p), u(p')

e Dirac-Proton: U(P), U(P)

Das Matrixelement 7Ty; ergibt sich graphisch fiir e”-Proton-Streuung aus den
Feynman-Regeln: (Elektron)

(Proton)
Myi = a(p')ieQey"u(p) <g§”> U(P")(—ieQpy")U(P)

Q2 = (p—p)? # 0, daher ¢ — 0 fiir |p],|p/| < M: P =P =0, |p| = |p/|,
Qe =—1,Q, = +1 mit

Q=00 b (-5 = (-5 = -G = Al s ()

= My = i

U(P)=U(P)=U(0) = V2M

(normiert gem# UU = 2M)
U(0)7°U(0) = UT(0)U(0) = 2M

0(0)7U(0) = U(0) ( 2 ) U(0) = 0
= a(0)y"u(0) = (2M,0)
My = gzU(p’)on(p’) - 2M
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e2

Mpi =iz - 2M - a(p')r ulp)

Damit folgt fiir den Wirkungsquerschnitt:

do  (2m)'0 1 e?

: o 1 e? : _
a9 " 16ME @n) (2M)? (Q’2> [u(p’ )y u(p)|® = 62 (QQ) @'y u? 1

do 1 e2\? _
20 = 162 (@) @/ ul?

Weiteres Vorgehen:
(a) nicht-relativistische Ndherung

(b) relativistische Rechnung

(a) nicht relativistisch: [p| < m

o O o
o o= O

ay'u ~ 2m
do 1 e\’
- = — ) - 4m?
7 16n2 (Qa) "

do _ m?
Q)  4x?

U@

mit 2 = 4w und Q% = 27 2(1 — cos §) = 45 2 sin? ¢
ergibt sich der Rutherford-Wirkungsquerschnitt:

do m2a?

aQ 4ﬁ4sin4g

mit der Feinstrukturkonstante o = % ~ ﬁ
Fiir die Streuung am Kern mit Z Protonen gilt: a? — Z2a? und U(r) — ZU(r)
Dieser Wirkungsquerschnitt entspricht der Streuung von nicht-relativistischen

Elektronen an einem ortsfesten Coulomb-Potential.

Ibeachte: U(r) = % . % Coulomb-Potential eines punktférmigen ,Protons®; Fourier-
Transformation ergibt: fd3eiQfU(r) = 5—22 =U(Q)
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Bemerkenswerte Eigenschaften
(i) stimmt mit dem klassischen Ergebnis iiberein

(ii) ergibt sich aus der nicht-relativistischen Quantenmechanik (Born’scher

Niherung) 45 = |f(6)|* wobei v = e'* + f(0)<=, p = |pl, §' = e:p,
die asymptotische Form der Wellenfunktion bei Streuung am Potential

U(r) mit f(0) = 20(Q), U = [ d3z ¢9FU(r)

(iii) ist zugleich exaktes Ergebnis in Quantenmechanik (!)

(iv) folgt aus QED in nicht-relativistischer Niherung und Approximation des
Protons als statische Punktladung

Erginzung: Streuung an ausgedehnter Ladungsverteilung

Gegeben: p(Z) statische Ladungsverteilungsdichte.

- _ € 3/:0(_’/)
m@_4w/d$m—fq

= /d3:c/d3x’ eipr_,(f =
4 |Z— 2|
B i/d?’g/d3ac’p(g§/e@”3/6“552
47 €]
iQE -
€ € = iQx '
- g [ [ denaned -
fdseiQE( e A(@)

= U(@Q) - eF(@)
mit F(G?): Formfaktor, F(0) = 1.

do (da) ~o\9

L (@)

df df Rutherford

50) = [ d'p(@) = Q=
(b) relativistische (allgemeine) Rechnung

[a(P ) ulp)® = [alp)y ulp)] [alp )y u(p)]” =
a(p)yOu(p’)
= a(p)Y ulp)a(p)y’uly’) =

Tr{(u(@)a(p)y’ (u(p)a(p))y’]
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Jetzt: Summe iiber End-Helizitdten und Mittelung iiber Anfangs-Helizitédten
(unpolarisierte Elektronen):

fzzm 11 s ) =
= 3 ST [ ()0 ()3 ()i (9] =

o0’

= %TT (Z Ugr (P Uy I)) "YO <Z ug(p)ug(p)> ’YO =

=p'+m =p+m

= %TT [(p +m)Y°(p+m)] =

1 0, 01, M 0\2] _
=5Tr PP+ 5 Tr (0] =
= 4m? + 4|p] % cos? 3
Ergebnis fiir Mott-Wirkungsquerschnitt:

do a? 9 9 o0
an 4|pl 4sin4g <m 1P cos 2>

e Fiir |p] <« m: Rutherford-Wirkungsquerschnitt

e Fiir [p] > m: [pl~p'=F

do  o?E%cos®%  (Z%)a’cos? §

dQ ~ 4Etsin'? T 4E%sing

physikalisch nur sinnvoll fiir |p] < M oder fiir schwere Kerne (|p] < A - M),
grofes Z

7.2.2 Proton mit Riickstof

hochenergetische Niaherung (m ~ 0), |p] 2 M; Proton wird weiterhin als Dirac-
Teilchen betrachtet;

Fir die Matrixelemente gilt: .
P=0,P#0,Q=(p-p)=(E-E)?-F-p)? E+FE

1 4
75~ Gy

2
. € _ 7
Mfi = 71@ (U;/’Yuua) (Ué\”Y#UA)

Spin-Summation und Mittelung(auch iiber die Proton-Helizitdten (A, \')):

Mypil* — Z ZIMUJ AN = [MP

o0’ AN
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Wirkungsquerschnitt:

do (2m)2 (E)2W|2

dQ ~ 16M2 \ E
mit Q? = —4FFE’ sin? % (aus Q% = (p—p')?) und E' = Em folgt fiir
den Wirkungsquerschnitt:
do _ a?cos? 4 . 1 B Q?
219 4F? sin4g 1+ £(1—cosb) 2M?2 tan? §
Mott-WQ, Riickstof3-, neu(!)

CoulombPot Effekt

Mott-WQ mit Riickstofl

Ursache fiir den neuen Term: magnetische Eigenschaften des Protons, magne-

tisches Moment <+ Spin, zusétzlich zum Coulomb-Potential /i = 9555, (g = 2
fiir Dirac-Teilchen)

Exkurs: Magnetisches Moment von Dirac-Teilchen
nicht-relativistischer Limes der Dirac-Gleichung.
[V (@0, — eAy) —m]¢ =0

mit (A*) = (p, A). ¢ = ( i ), wobei y = O (ﬂ) - wobei ¢, x 2-komponen-
m

N——
<1
tigen Spinoren darstellen.

Zeitentwicklung geméafl Massenterm in H abspalten:

_ _—imt QD
v=e <X>

in Dirac-Gleichung einsetzten und nach £ entwickeln, Terme O (%) vernach-
lassigen ergibt (nach einiger Rechnung)

0 1 - S,
2P —(—i grad —eA)? +e¢p — < g S Bl Pauli-Gleichung
ot m 2m ~~
9=2

Fiir ein Dirac-Proton sollte daher gelten:
- € g .
fir = oot gS mit g = 2

tatséichlich jedoch:
gp =24 2kp ~ 5,6
gp —2

2

=1,79=kp exp. bestimmt

Ursachen:
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e im Raum ausgedehnte Verteilung eines zusétzlichen magnetischen Mo-
ments

e Daneben ist auch die elektrische Ladung rdumlich verteilt. Diese wird
durch einen Formfaktor beschrieben

e Entsprechend wird auch die magnetische Momentverteilung durch einen
weiteren magnetischen Formfaktor beschrieben.
7.2.3 Realistisches Proton
physikalische Proton:
e ridumliche Ausdehnung

e magnetisches Moment ji, mit mit g, # 2
fp = 557995, gp = 5,6 = 2(1 + kp)
Folgerungen:

e Ladungsverteilung — Formfaktor am Vertex

ey = ey" Fi(Q%)

e zusitzlicher mgnet. WW-Term zu &,

addiere zu H;,: einen magnetischen Term fﬁpgnp (nicht kovariant)

kovariant: e _
_Hmeo';wdeuy = AHZZ:&
Dabei bedeuten: 1
2
F, =0,A, —0,Ap, F" = —F""

ot [’Y”a’yu] y Opv = —Ouyp

(Fa3,F31,F12) =B, B=VxA

(0237 031, 012) = (0237031,012) =3

$ ( 7 9 > , &= (01,09,03) Pauli-Matrizen

0o
= —K i@akon"'l = —hpy— 2. (pS) B
PaM PoM
e 15 .=
(Vo3)B

= —Kpm . . 5
g=2
Mit der Storungsrechung erhilt man das S-Matrixelement in 1. Ordnung:
Szl—/d4x7-lint

Aus AH;,; ergibt sich dann der Vertex:
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337 fpOpw (P — P')”

Begriindung;:

— o O F* = 2(o,,,p)0" A*
= 726”(@0%/1/))14# + 2 3'/@0;“/1/1 ! AM)
| —

—0

(/ d*z0"(...), — 0, Oberflichenterm)

= =2 [(0")out) + 0, (079)] - A

auswerten: —i(P’|...|P) - 1% kp

= (—i)ﬁf;p(—n[mv —iP"]o,,
€ v
= WHPOMV(P — Pl)
man beobachtet, dass «, nicht konstant ist, sondern einer Verteilung unterliegt.
— Formfaktor F»(Q?)
Kp: statisches magnetisches Moment
F5(Q?): rdumliche Verteilung, F»(0) = k,

/

p

iev, F1(Q%)+ 55 F2(Q?) 0, (P—P')” = —iel'™

p

effektiver Vertex, nicht fundamental
Fy , Fy: Proton-Formfaktoren (elastisch), empirisch bestimmt
Normierung: Fy(0) =1, F5(0) = kp

(p—1')?

M= (UUIZ'GQG’Y“UZT) < ) (W)\/Z'GFHU)\) = M(O’, O'/,>\,>\/)
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ME =223 S IM(0,0 A V)P

o,0’ A\

Ergebnis:

do do E' Q? Q? 0
i =) (2= F2) — . F 2 . tan? -
dQ (dQ)Mott (E) ( LT e 2) SWE (F1 + F) tan” 3

eigentl. magn. Formfaktor

andere Kombination: Sachs-Formfaktoren:

Gg=F+ %Fé GE(Q22:0) =1
GM:F1+F2 GM(Q :O):l'i_"fP

do

9% in den Gg, G ausgedriickt, ergibt die Rosenbluth-Formel (elastische
Elektron-Proton-Streuung):

d d E G2 — 2 G2 2
70— = i * p— * 4]\/[2 M - Q G]\/I tan
a ~\dQ),.,, \E - & e 2

Anmerkungen:

e gilt auch fiir Neutronen: G%, GY; (zu Formfaktoren siche Povh, Rith, ...)

e hier: Q% = (p—p')? = —4EF' SiHQg <0
hiufige andere Konvention: Q% = —(p —p')2 >0 (Q% — —Q?)

e Die Formfaktoren zeigen schnellen Abfall mit Q2 im GeV-Bereich — Wir-
kungsquerschnitt fiir die elastische e-p-Streuung fallt schneller ab als fiir
ein punktformiges Dirac-Teilchen.

Stattdessen: Zunahme des inelastischen Wirkungsquerschnittes fiir Q2 >
M2

Anmerkung zur Umrechnung Fi, Fo — Gg, G

Q2
G% — =
B 4me
2 2 2
=F + (46\242) Fy +2F1F24§\242 - 46\242 (FE+F5 + 2R Fy) =
2\ 2 2 2
_ 2 Q 2 @ Q
=kt <4M2> By - 4M2F1 4M2F2 B

Q* Q? Q?
=P (1_ 4M2> “ ek (1_ 4M2) -

2 2
- (1_ 46\242> (FE 46\2421:2)
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7.3 Fermi’s goldene Regel

2 9 ,
i ENV
o |Mi|*p(E")

2
W = %|Mfi|2p(E’) bzw. o=

mit Ubergangselement My = (Up|Hin|¥;)
My = [ W% Hipy W, dV

,Final state“ ,initial state

Wechselwirkungoperator
und mit p(E’) = Zahl der Endzustéinde im Energieintervall dE’:

g - )

Ein Teilchen ,,beansprucht® ein Phasenraumvolumen von (27h)3. Das verfiighare
Phasenraumvolumen zwischen |p'| und (|P’| + dp’) ist:

Vo ox  Awnp”dy
N N

Ortsraum  Tmpulsraum

mit B/ = E’(p’) ist somit dzg/) bestimmbar.

7.4 Berechnung des Streuquerschnitts

Wir benutzen die Born’sche Ndherung, d.h. einlaufende und auslaufende Teil-
chen werden als ebene Wellen beschrieben.

[NB: Anwendbar, wenn die Wechselwirkung ,weit weg* vom Streuzentrum (vom Ort
der Quelle und des Detektors) vernachlissigbar ist.]

1 1
U, = 7611)1‘/}‘1 U — — P 7/h
NG W

ove 2w 5 dn
W= =3 Mil g
do - ve 27 5 dn ds)
v~ Ml <47T>
do _ KQLWM |2 Viamp?dp' (1
dQ v b T T 2rh)3dE \dn

Im hochrelativistischen Grenzfall (E,- > m.c? = 0,511 MeV) gilt:

El
Ve 2 C und p~ =
c
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dabei:
do  V%2r E"? V2E"
0 |Mf1‘2 2 3 = 2 4|Mf1‘2
dQ he 2(2rh)3e  (2m)2%(he)
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7.5 Berechnung des Matrixelements M;

Elektromagnetische Wechselwirkung: Hj,: = e - ¢(7) mit ¢() als elektrostati-
sches Potential.

My = /‘I’}Hmt‘lfi d*r = %/e‘iﬁl?/hqﬁ(r)eiﬁ/h d*r = %/(b(r) - T @By

mit ¢ = p— p’. ¢ ist die Differenz von ,,Eingangsimpuls“ minus ,, Ausgangsim-
puls“ des Elektrons, oder der Impulsiibertrag auf den Kern. My, = My;(q),
M; héngt also vom Impulsiibertrag ab und kann als Fouriertransformierte des
Potentials betrachtet werden.

Nun kennen wir ¢(r) und verwenden A¢ = —p(r) (Poissongleichung) sowie die
Greensche Gleichung (giiltig bei hinreichend grossen Integrationsgrenzen, so
daf die Integranden verschwinden):

/u(Av) dr = /(Au) cvdr

e T —eh? .
Mfl = V /QS(T) e T/h dST = W /AQS(T)Gqu/h dST
_%Aezq‘?/n
17l

My = ehz/p(f) T @By
Vig?

Das Matrixelement (i.e. Ubergangselement) M; kann auch als Ladungsvertei-
lung (i.e. der Protonen) angesehen werden. Fiir kugelférmige Ladungsverteilun-
gen gilt: p(7) = p(r) = Ze - F(r) mit F(r) := radiale Verteilungsfunktion der
Protonen. (Normierung: [ F(r) &*r =4x [ F(r) dr = 1)

At Zahc -
Mpyp = ——0n— - /Frelqr/hd?’r
mit « := e?/4rhc und endlich

do  4Z%0*(hc)*E"”

= = | F ()2
mit F(q) = [ F(r)exp(iq7/h) d®r
do ( do ) 5
-0 = |\ 70 X |F(q)]
df df Rutherford
—_——
Streuung am
punktférmigen
Potential

Messen des differentiellen Wirkungsquerschnitts und die Abweichung von der
Rutherfordformel erlaubt die Bestimmung des Formfaktors |F(q)|? und damit
der radialen Verteilungsfunktion der elektrischen Ladung.

Zusammenhang Impulsiibertrag-Streuwinkel:
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<y

Fiir elastische Streuung gilt |p'| = [p] und 5L = sin(0/2), ¢ = 2psin(#/2). Damit
wird der differentielle Wirkungsquerschnitt:

do Z%a2(he)? ()2
o= TeaaieT q
dQ  4E7?sin*(0/2) ~——
— Abweichung vom
Rutherfordstrahlung punktférmigen
Streuzentrum

Beispiele fiir Ladungsverteilungen und Formfunktionen

F(r) F(q?)
(Punkt) % 1 (konstant)
(exponentiell) ~ exp(—ar) ~(1+ ag—;)* (Dipol)
2
(Gaus) ~ exp(— L) ~ exp(—2Ly) (Gaus)
c firr<R ~ (sina — a cos ) .
(hom. Kugel) { 0 firr> R it o — @ (oszillierend)
punktférmig konstant
" 4l

Dipol (Lorentzkurve)
exponentiell

lq]

lq]

105



a) Elektron-Elektronstreuung (Elektronen sind , punktformig; sie sind Ele-
mentarteilchen)

b) Elektron-Protonstreuung (Protonen sind offensichtlich nicht punktformig)

¢) z. B. Elektron-**Ca-Streuung (mit abgerundetem Rand): Analogon zur
Beugung in der Optik. Dort ist die Intensitidt I = I(f) die Fouriertrans-
formierte der rdumlichen Apertur (z. B. Spalt)

Ladungsverteilung der Kerne

Aus den gemessenen Formfaktoren wurden Ladungsverteilungen der Atomkerne
bestimmt. In guter Niherung kann die radiale Verteilung mit einer Fermifunk-
tion mit 2 freien Parametern beschrieben werden:

__ r(0)
p(’l") - 1 + 6(7._0)/(1

mit ¢: Radius fiir p(c) = $p(0) und a: Ma8 fiir Randbereich. Fiir gréfere Kerne
gilt: ¢ ~ 1,07 fm - A'/3 und a ~ 0,54 fm (= unabhiingig von A) (1 fm =
10~ 13cm)
Folgerungen:
i) Kerne sind keine ,,Kugeln“ mit scharf begrenzten Oberfliche.
ii) Im Inneren ist die Ladungsdichte nahezu konstant. Bestitigung des Bildes
vom Tropfchenmodell.
Bemerkungen zur Herleitung
Die Ableitung der Rutherfordgleichung basierte auf folgenden Annahmen:
i) Die Born’sche Néherung
ii) Elastische Streuung
i) Einfallendes Teilchen und Targetkern haben keinen Spin
i

ii
Zu i): Man kann zeigen, dass Bornsche Naherung erfolgreich die Streuung be-
schreibt, wenn gilt: Za < 1. Fiir sehr schwere Kerne sind Korrekturen notig; die
wesentlichen physikalischen Aspekte sind aber auch mit der Bornschen N#he-
rung zu verstehen.
Zu ii): 3—6 ~ |g|~ 4 bleibt giiltig, auch wenn der Riicksto8 des Kerns beriicksich-
tigt wird. Nur ¢ = 2psin(6/2) darf nicht mehr verwendet werden!

Abschitzung der RiickstoBenergie (Ubung)

4-er Vektoren, z. B. Ort und Impuls « = (ct, Z), p = (E/¢,p) Skalarprodukte
von 4-er Vektoren sind Lorentzinvariant! Allgemein gilt fiir 2 4-er Vektoren:

S

ab := CLobo — a-

gew. Skalarprodukt
v. d. rduml. Komp.
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z.B. p* = (E/c)? — j” konstant in jedem Inertialsystem. Im Ruhesystem gilt:

p=0und E = moyc?

= p2 = 7’TL%C2

= (in jedem System) E? = mic* 4 p2c?

Kinematik der e~ - Streuung am Kern
e~ < p, Kern <& P

vor der Streuung: p = (E/c,p)
P = (Me,0)
nach der Streuung: p’ = (E'/c¢,p’)
P' = (El/c, P’

Energie- und Impulserhaltung:
p+P=p + P
Quadrieren auf beiden Seiten:
P> +2pP 4+ P2 = p? +2p'P' + P"?
weil p? = p’? = m2c¢? und P? = P"? = M?c?, gilt pP = p' P’ bzw.
pP=p(p+P—p)=pp+pP—mc
E-M=FEE/*- pp +E -M-m??
—~—
|11 | cos 0

Fiir den hochrelativistischen Fall, also E > m.c? und E’ > m.c® (~ 511keV)
gilt: |p] ~ E/c und |p'| ~ E'/¢, also:

E
E-M=FE/?—-EFE/ccosf+EM-m2c® = E'(5(1-cosf) + M) —mic
c

, E-M
E~ 4 :
(1 —cost) + M

2.B. fiir B~ 0,5GeV und A =~ 50 ist AF = E=E ~ 2%
Zu iii) (Spin des Elektrons): Bisher wurde nicht die Wechselwirkungsenergie des

magnetischen Moments von e~ mit dem Magnetfeld des Kerns berticksichtigt.
Im Ruhesystem des e~ : Magnetfeld des geladenen Kerns (— elektr. Strom er-
zeugt B) ergibt WW-Energie W ~ 1 B.

Herleitung von Mott fiir Targetkerne

ohne Spin (Riicksto8 vernachléssigt):

do do 50
(i), = (@) a-ssmd)

Bemerkungen:
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e Fiir 8 — 0 wird (%)Mctt = (%)Ruth. (fir B — 0 entsteht kein Magnet-

feld)

e Fiir hohe Werte von 8 wird Abfall des Wirkungsquerschnitts mit 6 noch
deutlicher.

e Fiir =1 ist (%)A{ott = (%)Ruth. cosgg und = 0 fir 0 =7

Dies ist dquivalent zur Aussage: Bei der (elektromagnetischen) Streuung von
hochrelativistischen e an spinlosen Kernen bleibt die relative Stellung des e™-
Spins zum e~ -Impuls erhalten!

= z-Achse
7~

0 = m verboten wegen

- \ Drehimpulserhaltung
-7 9

Nur wenn die ,,Helizitat*“ H = % bei der Streuung von z. B. H = —1zu H =
+1 gedndert werden diirfte, wire Riickwertsstreuung erlaubt. In der Tat bleibt
H in der elektromagnetischen Wechselwirkung erhalten (allgemein: in jeder V-

oder A-WW).
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Kapitel 8

Elektromagnetische
Strahlungsiiberginge

8.1 Allgemeine Vorbetrachtung

In einem physikalisches System mit diskreten Energieniveaus (Atom oder Kern)
entstehen durch die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischem Feld Ubergéinge
durch Emission oder Absorbtion von Photonen.

Eine wichtige Grofe ist % ,

mit d: Durchmesser der Quelle und A: Wellenlédnge der Strahlung

e Hiillle: B, ~ O(1 eV), A~ 107" m,d~ -107%m, ¢ ~ .1073, E, =
AFEgine < me ~ 0,5MeV, daher nicht-relativistisch.

e Kern: E, bis O(1 MeV), A bis 10713 m, d ~ -10715... - 107'* m (Kern),
4 ~ 1072 typisch.

Klassische Elektrodynamik: Fiir ¢ < 1 dominiert Dipol-Strahlung (falls er-

by
laubt)
Bei Kernen sind auch héhere Multipole wichtig!

8.1.1 Zeitabhiingige Stérungstheorie fiir Uberginge
H=Hy+ Hin:
mit
e Hj: zeitunabhéingiges, ungestortes System,;
e H,,:(t): Stor-Operator, Wechselwirkungsoperator
Wechselwirkungsbild:
e Operatoren: Heisenberg-Bild, Dynamik ~ Hj

e Zustédnde: Schrodinger-Bild, Dynamik ~ Hj,+
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() = U(t, to) [¢(to)) mit i%) = HinU, Ulto, to) =1
t
< Ult,tg) =1 —i/ dt’ Hin(0YU (', 10)
to
= iterative Losung in 1. Ordnung Stoérungsrechnung;:

t
U(t,tg) =1— z/ dt’ Hips (1)
to
S = lim U(t,tg)
t — 0o
tg =& —o0

|i): Zustand zur Zeit ty (— —o0)
(f|: Zustand zur Zeit t (— +00)
S-Matrixelement (Ubergangs-Amplitude):

Spi = (fISli) = — dt (f[Hine|7)
fiir | f) # |¢) und in 1. Ordnung
li), |f) seien Eigenzustinde von Hy = stationéire Zustinde des ungestorten
Systems = (f|Hjnyli) ~ e!(Fr—Fi)t
Falls H;y,; ~ €™ (periodische Zeitabhingigkeit)

sﬁ:—i/ dt @ EFED (5] 10)
—o0 ~——
Mfi

278 (w—E;+Ey)
|S fi|2 = Ubergangs-Wahrscheinlichkeit
|Spil* =27 - 6(w — Eq + By) - [Mpi|?
Trick (analog zu Kap. 7.1):
T/2 ) ,
2 (w — w') = / dt et
—T/2
|26 (w — (,u’)|2 27T (w — w')
|S fi|2 _ U-Wahrscheinlichkeit

T Toit =: Ubergangsrate
|Sil® _ 2
= T = 27r6(w —F; +Ef) . ‘Mfi‘
B |sz‘|2 o .
dwy; = wa fiir Ubergang in [w, w + dw]

Ubergangswahrscheinlichkeit:

Spil?
wfi:27r/dw%

wyp; =27 |Mfi|2‘w:E-fEf (Fermis Goldene Regel)
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8.1.2 Uberginge im Atomkern

Verbleibendes Problem: Berechnung des restlichen Matrixelements M ;.

Hj sei ab jetzt ein ungestortes Atom/Kern.

Effektives 1-Teilchen-Modell:

Ubergiinge zwischen den diskreten Energieniveaus von Hy erfolgen jeweils durch
ein Elektron/Nukleon. Befindet sich in einem effektiven Potential Vg, gebildet
von allen anderen Elektronen+Kern (Atom) oder von allen anderen Nukleonen
(Kern).

Kern: Nukleon angeregt (Schalen-Modell) — Energiezustand durch Emission
von y-Quant. (jedoch gibt es auch kollektive Anregungen.)

WW mit elektromagnetischem Strahlungsfeld A*(z):

nicht relativistisch ergibt sich der Hamiltonoperator

1 = - .
= _—(P—-eA)?+ V. - i, - B
ot ) NG & =
Kern-Bindungs-Potential magn. WW vom Spin

H

mit
e M: Elektron-/Nukleon-Masse

—

® jis = g53; St magnetisches Moment vom Spin
o A Strahlungsfeld mit V - A=0 (Strahlungseichung), A% = 0, B=VxA,
E=-94
ot
He LP vy (P A+ X P)-f B+ P
“2m eff “oN s o0
=Ho =Hint trigt
nicht
zu den
Ubergéngen
bei

—

WegenV/YistIS A=A.P
e - -
:met:fMAPf,us -VxA
A(Z,1) als klassisches Feld hat Probleme:
e spontane Emission: A=0firt— —oo

e woher kommen die ,,Photonen“?

Konsistentes Verfahren: Strahlungsfeld als Quantenfeld (Operator), Erzeugung
und Vernichtullg von Photonen.
also ab jetzt: A(Z,t) als Quantenfeld
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8.2 Elektromagnetisches Strahlungsfeld

Bisher haben wir Photonen als Impuls- und Helizitatszustdnde (k#, €))(\ = £1)
betrachtet.

Die |i¢) und |f) sind Drehimpuls-Zustidnde (von Hp). Daher sind dies auch die
Drehimpuls-Zusténde von Photonen (wegen Drehimpulserhaltung).

Wir werden nun E(f, t) nach Drehimpuls-Wellenfunktionen entwickeln.

Klassische Betrachtung
A(Z,t) = ™t A(T)

=S |(A+EHAD) =0|,w=k= (%)

Die ist die Helmholtz-Gleichung (folgt aus A = 0)
Die Losungen sind sphirisch: A(r, 6, ¢)

zunichst: skalares Problem (A + k2)¢(r, 0,p) = 0;
Losungen in Polarkoordinaten r, 6, ¢:

(b(ra 9, <P> = Uklm = glyim(ea 90) = k\/z]l(k’r)}/lm(ea (b)

wobei:

o 1=0, 1, 2, ...

o by Zaulkr) = (k)

e j;: sphirische Bessel-Funktionen (siehe QM, Streutheorie, Partialwellen)
® Uy, vollstindiges Orthonormalsystem

o [Pz uy, wiim = O Omm 0k — k')

allgemeine Losung durch Entwicklung nach wuggy,-

jetzt: Vektorproblem (A + k2)A = 0;
Der quantenmechanische Bahndrehimpulsoperator

E:l(?xﬁ)

1

ist nur von # und ¢ abhingig. Somit gilt
[A, E} —0

daA=2L52 (r22) 4+ T%EQ
daher . o
(A + k*) Lugim = L (A + k*)ugim = 0
—

=0

A~ Luggm ist Losung von (A + k2)ff =0.
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Yim := ————LY},, | Vektor-Kugelfunktionen (I > 0)

FEigenschaften:
e orthogonal: [ dQY., - Yirm: = 01 S
e transversal: V - Y}m =0
¢« = V- {gl(kr)}_}lm] =0
Es gibt 2 Typen von Losungen, bezeichnet als
e M;: magnetische 2!-Pol-Strahlung

e [: elektrische 2!-Pol-Strahlung
mit 1=1: Dipol, I=2: Quadrupol, 1=3: Oktupol, ...

M;:
@) = gi(kr)Yim | Mi-Strahlung
Ey:
A8 = v 20 = L9 [gkr)¥h, ] | Er-Strablung

ﬁk(l%’E) sind zusammen vollstindig und orthonormiert [quantisiert: Drehimpuls-

zusténde des Photons]
quantisiertes Feld
Entwicklung nach den Drehimpuls-Eigenzustéinden des Photons

J2 Js, J=L+8 |jm),j=1,2,...

Photonenzustinde: |M(E),ljm) ; M,E zunichst aus der klassischen Terminolo-
gie Benutze die sphérischen Losungen @, g und @xjm, v (hier j statt 1). Damit
schreibt sich die Entwicklung fiir A:

7 dk H(E) —iwt
A= E — Akjm, BTy e 0 +
]m/m ( kjm,E kjm

(M) —iwt
+ akjmaMukj'me +
T S(E)* iwt
T Oim EUkim € T

1 S(M)* _jwt
+ i Urgm €

a, a' sind wieder Vernichter/Erzeuger von Photonen, in den Zustéinden | E, kjm)
und | M, kjm)
a;rcjm,E 0) = |E, kjm) (k=w)

a;jm,M |O> = |Ma k]m>
akjm’E |E, k’j’m') = 5jj/(5mm/6(ki - k‘/> |0>

(usw.)
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Exkurs: Kopplung von L und Spin § (S=1)

J=L+S , §= (81, 52,53) 3 x 3 Matrizen.

§2 =1 (1 + 1)1, S3¥m,, ms = 0,£1 Eigenwerte von Ss, X, zugehorige
Eigenvektoren (3-komponentige Vektoren).

Eigenwerte von ﬁ, J3:j, m

zu gegebenen [, s = 1 gibt es fiir j die Werte j =1+ 1,1, 1—1 (I > 0).

Die Eigenzusténde von J?2, Js, L2, 52 sind |gmll).

gmily = > [y, Imyg) (Imy, 1myg|jmi1) *
P S———
mi +L7m:m Clebsch-Gordon-
Koeffizienten

In der Ortsdarstellung: |lm;) = Y, (6, @), |1ms) = Xm,. Dann lautet * konkret:

y]’m Z Yim, (0, ©)Xm. (Imy, Img|jmli1)

mp,msg

Die y]l-m sind 3-komponentige Vektoren: Vektor-Kugelfunktionen (im weiteren
Sinn), auch Kugel-Vektoren, sphirische Vektoren.

Bei Raumspiegelung P ist die Paritit bestimmt durch: P = (—1)"+!
]P)y]lm = (71)l+1y]l'm

da PYjm, = (=1)!Y,, und PXpm, = —Xm. -

Paritéit P = Eigenwert von P

Fiir jedes 1: 3 Werte fir j: j =1+ 1,1, — 1

Fiir jedes j: 3 Werte fir l: I =75 —1,7,7+1 (j > 0)
=3y = P = (-1 = (—1)*!
l=j+1 = P = (—1)UED+ = (—1)J

Das folgende hier ohne Beweis:

o fiir [ = j gilt:

o fiir [ = j 4+ 1 gilt: es gibt Linearkombination von y;fj,;l und yj;l L
HE), = 1V x (g5 (kr) Vi)
= a;(rVI 5+ b, (r) Vi
P = (1) (5))

1V X (9(r)m) =i (92 = Lg) /it +i (B2 +
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8.3 Multipol - Strahlung

Wir betrachten im Folgenden die Emission (Absorbtion analog)

S = —i / dt (] Hine i

e -
Hiyy = i A
Operatoren

mit
e A: Photonfeld in (jm -Entwicklung

e |i) = |a): Atom-/Kernzustand, stationir, Energie E,

)= [Ekjim) b
——

Photon-Zustand
mit w =k,
Drehimpuls j,m
Paritiit (—1)7

|b): Atom-/Kernzustand stationir, Energie Fj

Yo (Z), ¥p(Z) Wellenfunktionen von |a), |b)

wt
e (M)

A
m kim
(i) Ej - Strahlung (elektrische 27-Pol-Strahlung)

(E, kjm|A|0) = Wellenfunktion des Photons

e e

M V2w

wt

(f[Hineli) =

s [ o(E)* =
d*x i (g P) va
Benutzte nun:
- stat. Zustidnde — Faktor e!(w—FatEp)t
- Pist Operator im Heisenberg - Bild:
P = MX = M(—i)[Z, Hy| = —iM(£Hy—HyZ) = Faktor (E,—E})
, E,—FE
intli) =i i(w—Bat+BE)t b~ Fa 30 b (-*(E)* . -’)
(f|Hintlt) =1 He o e | &z Py (U, - T)a
t—Int.é(waa+Eh) -27 =My,

wy; = 21| My;|2_p, _p, | Ubergangsrate

Zur Berechnung von My;: benutze ﬁ,gjr)n = %V X [gj(lﬂr)?jm}7 r=re,

gj(kr) = k\/ij(kr)

115



Niherung fir kr < 1 (da kr < kR ~ % <1, R: Atom-,Kernradius):
. (kr)?
() ~
3skr) = G
mit (2j+ 1)1 =1-3-5-...-(2+1)
nach einiger Rechnung:
1 [j+1 Witz

Mp = —, |2—_ —~  _(Of
WS TS Gy e

jm

(QF Voo = e/d3x Uy (TJY;:n) 1, | elektrisches 2/-Pol-Moment

Matrixelement des elektrischen Multipol-Operators
Zum Vergleich in der Elektrostatik: Q¥ = [ d3zoriY},,

Ubergangsrate:

; 2j+1
i = 2(j h 1)“ ]2 ’<QjEm>ba

2
w T /e - . 1110
FT 25+ ! |

wy; # 0, wenn ( fm>ba # 0. Dies liefert die Auswahlregeln!

e Paritétserhaltung: P, = Py - Py, Py Py = Py mit P, = (—1)7 und
P, Py Paritéten von |a), |b)

Pu - Py = (~1) | fiir E;-Strahlung

e Drehimpulserhaltung: J, = Jp + j:v (klassisch) quantenmechanische
Addition: j, = j» + 4, .., |jb — j| oder

(1o = 3ol < < ja + ]

Bem: <Q]'Em>ba ~ RJ, Wy~ R27 27 ~ (%)2)‘

(Hohere Multipole sind unterdriickt)

M; - Ubergiinge (magnetische 27-Pol-Strahlung)

1 & 3 % [ =(M) =
My = gz | @i (- P

mit
= gi(kr)Yim =

L

= — gi(kr)Yim =
k)Y,

i

= 7 X V(g; (kr)Yim

—— [ V(g (7))

benutze: [i*x V(...)] - P = — (Fx ]3) V(...) und die Entwicklung von
g; fur kr < 1 ergibt:
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1 j4+1 witl/?
va\ 7 @i+
(OM Yy, = 1 /d% GV (17Yim) 17 (7% P)
jm/ba j+1 b Iy ar

magnetisches 2/-Pol-Moment

Mfz = . <Q§'\fr[n>bawa

Zum Vergleich: in der Magnetostatik: Q7 = Jﬁ [ &Pz (F X j) V (r'Yjm)
Ubergangsrate:

2(j + 1w !

: 7! k
e+ )P

>ba

Beachte auch hier: (Qj,) ~ d/. Daher wy; ~ (wd)? ~ (%)M; hohere
Multipole sind fiir d < A entsprechend unterdriickt. (Stimmt gut fiir Hiille,
bei Kernen nicht immer, da zusitzliche Effekte)

Fiir J=1: Magnetisches Dipolmoment

QM Y, / PrV (Vim) v o (FxB)

magnetisches
Moment der
Bahnbewegung

mit Spin: i, — iy, + s, mit fig: magnetisches Moment vom Spin

Auswahlregeln
e Paritéit: P, - P, = (-1 =P,

e Drehimpuls: |j, — ju| < J < |ja + 7]
Winkelverteilung der Strahlung

due ~ B0

~ Y VindQ = |V 20
mit der richtigen Normierung;:

dwfl

) fZ|ij\ gleich fiir M und E und wy; = [dQ2...

Erginzung

Qjm ba /de '(/)b* wa

[7omp) \Jama>
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Im Allgemeinen muss man hierbei iiber m,, m; summieren bzw. mitteln:

1 2
S 1@t

Maq My

2Ja
Dies kann man mit Hilfe des Wigner-Eckart-Theorems umgehen.

Qﬁl’M) = @jm ist ein Tensor-Operator der Stufe j = Anwendung des Wigner-
Eckart-Theorems ergibt:

<Qjm>ba - <jbmb| Qjm |jama> =
= <jbmbjm|jamajbj> . <]b| |ng‘ |ja>
Clebsch- reduziertes
Gordon- Matrixelement
Koeffizient von m, Mgy, Mp
unabhéngig

8.4 Resonanzabsorbtion von v-Strahlung

Die Resonanzabsorbtion tritt in der Regel dann auf, wenn das bei einem Zerfall
eines angeregten Niveaus in den Grundzustand emittierte Photon von Kernen
der gleichen Art absorbiert wird.

Ey angeregter Zustand

Grundzustand
~y-Emission ~-Absorbtion

NB.: Wirkungsquerschnitt fiir Resonanzabsorbtion ist grof3 im Vergleich zur
normalen Absorbtion. Der Prozess wird auch Kernfluoreszenz genannt.
Die natiirliche Linienbreite betragt

r==-
-

Beispiel: fiir den 14,4 keV Ubergang in 57Fe ist 7 = 1,4 - 10~ 7s.
=T =4,7-10"%V

In den meisten Fillen von y-Emission wird jedoch der Resonanzeffekt durch
folgende Nebenerscheinungen beeintrichtigt.

e Riickstoflenergie: -Strahlung wird mit der Energie E, emittiert, die
kleiner als die Anregungsenergie Fy ist. Die Energiedifferenz ist genau die
RiickstoBenergie bei Emission:

o » _ E
" 2M  2M¢2
wobei M die Masse des Kerns ist.

=2.1072 eV fiir °"Fe
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Ep=2-10"3 eV

E, E, E

e Doppler-Effekt: Die Linie wird infolge der thermischen Bewegung der
emittierenden Kerne verbreitert.

E, E, E
2 2
% (po — p)
Ep+ 20 —p 0
0+ 2m vt 2m

E? o

[ 2k T
(AT = Ey ﬁ > T'  fiir Maxwellsche Verteilung>
c

Die gleichen Effekte treten bei der Absorbtion der 7-Strahlung auf, so dass
Emission- und Absorbtionsspektrum folgende Form haben:

Eo—Ep Ey, Ey+Er E

Somit ist die Resonanzabsorbtion auf den kleinen Bereich um Fy beschriankt.

MoéBbauereffekt

Fiir Atome im Kristallgitter ist (Epponon) =~ 1072 eV > E,. RiickstoBfreie
Emission, wenn kein Phonon emittiert wird.
Né#herungsweise gilt:

B
<EPhonon>

f+ Wahrscheinlichkeit fiir riickstoffreie Emission (analog fiir Absorption)
Debye-Theorie: Frequenzspektrum der Oszillatoren mit maximaler Frequenz

fiir ET‘ < EPhon

f=1-
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wmal‘
,Debye-Temperatur® 0p = fuwpa./kp
(kp = Boltzmannkonstante)

E, (3 w2T?

= f=exp {_kﬁ 5 + B >} (Debye-Waller-Faktor)

Fiir den 14, 4keV Ubergang von °“Fe ist bei Zimmertemperatur ~ 0, 7.
Bemerkungen:

i) E, grofer — f kleiner

ii) T groBer — f kleiner

Mo bauer-Apparatur

Quelle z.B. 5TCo ™ (Ty2=2104d)
137 keV 8-
14,4 keV 37 (Tyyn =270 d)
3/ l_
57Fe 2
Absorber

é Detektor (Transmission)

Detektor (Streuspektrum)

Mef3bare relative Breite der Mofibauer-Linien:
Wi T/E, =3-107*

Fe:T'/E,=3-10"13
7n :T/E,=5-10"1¢

Anwendungen

i) Test der allgemeinen Relativitéitstheorie: Rotverschiebung im Gravitati-
onsfeld der Erde
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Photon der Energie hv hat eine dquivalente Masse von }CL—Z” Die beim

Durchqueren der Potentialdifferenz A¢ aufgenommene Energie ist

6E:m-A¢:h—;jA¢:h—;gd
c c
AFE gh —16
= _ 2 1
i 2 = 107""/m

Héhe dy /2, bei deren Durchquerung die y-Strahlung unter dem Einfluss
des Gravitationsfeldes der Erde eine Linenverschiebung in eine halbe Halb-
wertsbreite erfihrt, ist

ov r
2 —=1.09-107184, ,, = -2
= 1,09 10718y, = 2

do — 3km fiir "7 Fe
Y27\ 4,8m fiir “Zn

ii) Isomerieverschiebung (chemische Verschiebung):
Unterschiedliche chemische Verbindungen in Quelle und Absorber (ent-
spricht unterschiedlicher Elektronendichteverteilung)

iii) Quadrupolaufspaltung:
Elektronenhiille unsymmetrisch (Feldgradienten), Kern deformiert (Qua-
drupolmoment)

iv) Magnetische Aufspaltung:
Magnetfeld am Kernort = magnetische Hyperfeinstruktur

Im Festkorper ist der Atomkern von elektrischen Ladungen umgeben, die am
Kernort ein Potential ¢(7) erzeugen. Die Energie der Kernladungsverteilung o(7)
in diesem dufleren Potential ¢(7) wird durch folgenden Zustand beschrieben:

Fu= / (7o) d°r

wobei [ o(F) d*r = z-e Um E zu berechnen, wird ¢(7) in eine Taylor-Reihe um
7 = 0 entwickelt:
Eq=E® +EW + E®

EO = #(0) / o(7) d*r = ¢(0)-Ze(Coulombenergie einer punktférmigen Ladungsverteilung)

3 19l
1) — . N 13
BV = ;:1 oz, (0) /Q(T)l‘l d°r

elektr. Dipolmoment

des Kerns = 0 (wg.
def. Paritdt der
Kernzustinde)
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1 definiert Paritit = o(—7) = o(7), das Dipolmoment [ 7o(7) d3r ist Produkt
aus gerader und ungerader Funktion = 0

2

Z%/ ()2 dr + * qu”/ ((a? ~ ) dr

82
mit ¢;; 1= 5, g)

Das elektrostatische Potential ¢(7) geniigt der Poissongleichung. Am Kernort
gilt
e
0) =2 ¢i= IO

mit —e|y(0)|*> = Ladungsdichte und [1(0)]> = Aufenthaltswahrscheinlichkeit
der Elektronen am Kernort

E® = Eox + Eg

e

Be = g w0 [ or® dr
€0

= Isomerieverschiebung

2

ZQS”/ (7)(z; ——)d?’r

= Quadrupolaufspaltung wenn der Kern deformiert ist und ein Quadrupolmo-
ment hat und ein elektrische Gradient durch die Elektronenhiille erzeugt wird.
Beispiel °"Fe:

I M
+3/2
3/2- <::::
+1/2

1/2-

Zusammenfassung der kernphysikalischen Anwendungen des Méf3bau-
ereffekts:

i) 7 insbesondere bei sehr kurzlebigen Ubergéingen (7 = //T)
ii) pun mit externem B-Feld
i)

1 OF
iii) Qn mit 5>
iv) < r? > iiber Isomerieverschiebung

Punkte ii) bis iv) insbesondere auch fiir angeregte Zusténde.

122



8.5 Einschub: Natiirliche Linienbreite/Breit-Wigner
Resonanz

Die ,,mean liftime* eines instabilen Zustands ist

1 h
=— T=—=aW=2r|M]? §)
T . h 7| \/Qfd

Der Zusammenhang zwischen Lebensdauer 7 und Breite I' eines instabilen Zu-
standes folgt aus der Energie-Zeit-Unschirfe AEAt =~ h.
Die Zerfallsrate eines Zustandes (oder eines Teilchens) A ist gegeben durch

dN4 1
I'=-h——
dt Nyz

Na(t) = Na(0)e™ #*

Falls der Zustand (oder das Teilchen) in verschiedene Kanile zerfallen kann,
dann gilt
r=>"T;

Eine Wellenfunktion, die einen nicht stationiren instabilen Zustand mit wr =

E—ER (ERr: Resonanzfrequenz) und Lebensdauer 7 = %, lasst sich beschreiben

durch B F
W(t) = h(0)e Wrte" 37 = w(o)e—g(lER—Q—f)

ab jetzt: h=c=1

r
Die Intensitét ¢ * (¢)1(t) gehorcht dem radioaktiven Zerfallsgesetz e~ #*
Die Fouriertransformierte der Wellenfunktion ist

ow) = [ wtoreta

mit w = % = F ist die Amplitude als Funktion von F

W(B) = [wettar = p(o) [e e sl

o—t5+i(Er—E)| o
— y(0) 1 - 55,

(E — ER) —i% . E—Eg)—i%

mit Konstante K
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand bevolkert wird (Teilchen a und Teil-
chen b bilden Resonanz ¢) ist proportional zu

I?/4
(F — ER)2 +F2/4

X * (E)x(E) o<

fiir Teilchenproduktion: Wirkungsquerschnitt o(FE)
r2/4
E—Ep)?+1?%/4

o(E) = omax ( Breit-Wigner-Formel

Bild4
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Natiirliche Linienbreite

mittlere Lebensdauer 7 = 2 = T' =
= Lorentz-Verteilung

Iy
(w—wp)?+T2%/4

I(w) =

8.6 Innere Konversion

Ein angeregter Kern kann mit einem gebundenem Hiillenelektron in direkte
Wechselwirkung treten, ihn seine Anregungsenergie iibertragen und es auf die-
se Weise aus dem Atom hinauswerfen. (Die Coulombwechselwirkung zwischen
Kern und Elektronen ist #hnlich wie der Auger-Elektronen nach Anregung der
Elektronenhiille)

Die Energie des emittierten Elektrons ist gleich der Anregungsenergie F, minus
der Bindungsenergie des Hiillenelektrons.

E.=E,— B,

Man spricht von K-,L-,... Konversion Die Konversion ist ein Alternativprozess
zur Emission eines y-Quants.
Die totale Ubergangswahrscheinlichkeit Ay ist

)\tot = >\’Y + )\e = A'Y(l —+ Ol)

a = X/, heiit Konversionskoeffizient

NB: Die innere Konversion ist kein zweistufiger Prozess, bei dem ein ~-Quant
emittiert wird, welcher dann wieder einen Photoeffekt macht.

Experimenteller Beweis: Halbwertszeit des isomeren Zustandes in “*Te (t; /2=
6h) #ndert sich mit der chemischen Verbindung in dem Technetium vorliegt.
Eine kleine Anderung der Elektronendichteverteilung dndert Ae = A¢ot-

%

B = W b A a B s W

| ] ] et
E 0 01 630704050507 08  E
ey

Fig12.8

Fig12.7

Abbildung 8.1: Verlauf der berechneten K-Konversionskoeffizienten

Der partielle Konversionskoeffizient fiir die zwei K-Elektronen ist bei elektri-
schen Multipolen der Ordnung 2! (I = 1,2,3,...) niherungsweise

I 1 4 2m 62 1+5/2
EN~—273 — =
(BN~ (137) ( E, )
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analog:

I 1 4 2m C2 1+3/2
M\~ —273 — —_—
a(MA) ~ 775 (137) ( E, )

ay, steigt mit Z und [ am und sinkt mit wachsender Ubergangsenergie E..
Isomere Zustéinde
Kerne in langlebigen angeregten Zustinden heiflen Isomere

7, > 107

Fiir kleine Energien und hohe Multipole [ sind deutlich lingere 7, in Einzelféllen
moglich.
z.B.: 2ter angeregter Zustand von 19Ag:

117 keV 6+
t1 =235d

2

1,1 keV 2=
t1 = 660 ps

Grundzust. 1t

8.7 Kollektive Kernanregungen

Fluktuationen um Gleich- 8 18, Kollektive Kernanregungen
gewichtslage in Vielteil-
chensystemen.
Dipolresonanz: Schwin-
gung der Protonen und
Neutronen im Kern ge- |

. N7
geneinander. E 4
[ 1400 e

Analog existieren Quadrupol- = ;r/

und Octopolresonanzen. pizi s

o [mb]

i,

TE J ine » Darstellun fie Hur-
ven vert: gegencinander vergchoben. 3 1 einen L HARE VDL
kngakymmetrizchen ma deformiertan Ker nans am kagelsymma-
trischen Kern ***Nd ist schmal; die Rissenresonanz sm deformierten Kern '* Nd
zeigt €in doppeltes Maximum.

srpretation
sonant als
der Protonen
e EEeneinan
der. In deformierten Hernen
{un ibt es zwed verschie-
dene Schwingungsmoden

# Neutronen
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8.8 Rotationszustande

Wir betrachten gg-Kerne

(Spin (). )

Klassisch: E,,; = %

mit Drehimpuls J und Trégheitsmoment ©

%

mit J Dreimpulsoperator mit E; = J(J + 1)% als den Eigenwerten zu H,..;
Wegen AE = Ej 1 —Ejy =2(J+1) % nimmt der Abstand aufeinanderfolgender
Zusténde linear zu.

Anregung: Coulomb-Wechselwirkung durch Schwerionen

Quantenmechanisch: H,.,; =

e Wechselwirkung: o o Z?2

e Ecy < Coulombbarriere um auflerhalb der Reichweite der Kernkréfte zu
bleiben

Trigheitsmomente: Starre Kugel Ogx = %M R?

Experimentell: ©(?32Th) = 0,3 x O (Deformation beriicksichtigt)
Interpretation: Superfluide Komponente

Ursache: Paarungskraft (Bosonen S = {)) tragen daher nicht zu einer Rotations-
bewegung bei (analog: Copper-Paare in der Supraleitung)

maes
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Kapitel 9

Nukleosynthese

9.1 Primordiale Nukleosynthese (=NS im ,,Big
Bang*)

Einschub: Standard Modell des frithen Universums

basiert auf experimentellen Befunden:
1. Hubble’sches Gesetz: v = Hr
2. Kosmische Hintergrundstrahlung (Pezias und Wilson)
3. kosmische Haufigkeit der leichten Elemente
4. Anisotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung

Im sehr frithen Universum gab es extreme Temperaturen und Teilchendichten.
Auflerdem dehnte sich das Universum aus und kiihlt ab. Sdmtliche Teilchen
waren im thermischen Gleichgewicht. Fiir T > Mc? (k: Boltzmannfaktor, M:
Teilchenmasse) muss die Zeit zwischen den Kollisionen (entspricht der Inversen
der Kolisonsrate W) fiir ein bestimmtes Teilchen kurz sein im Vergleich zum
Alter des Universums zu dieser Zeit = W > ¢!

W =< Nvo >

mit N: Teilchendichtezahl, v: Relativgeschwindigkeit, o: Wirkungsquerschnitt
Die Teilchendichte kann aus folgenden Griinden unter die GG-Dichte fallen (sog.
»freeze out®):

1. kKT fallt unter die Schwellenenergie zur Produktion eines bestimmtes Teil-
chens, z.B.
Yyty=p+tp

Sobald kT, <« Mp02 konnen p, p noch annihilieren, werden aber nicht
mehr produziert.

Samtliche Hadronen haben eine Masse Mc? > 100MeV. Folglich zerfallen
alle instabilen Hadronen in Leptonen, Photonen und Nukleonen fiir k7" <
100MeV (~ 10~ %sec).
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2. Der Wirkungsquerschnitt wird so klein, dass die Produktionsrate nicht
aufrechterhalten werden kann. Bsp.:

et+e =v+p

sobald kT < 3MeV (t > 10~ 2sec)

1TeV o

1 GeV

g
=

Energy per particle

1010 10°F 1 1n° 107 3x 10"
Timer, 5

Abbildung 9.1: Entwicklung der Temperatur des Universums im Urknall Modell

Fiir einige 10° Jahre besteht das Universum aus p, e~, H-Atomen und Photonen.
Gleichgewichtsreaktionen:

e +p=H+7+0Q

@: Tonisationspotential bei 13, 6eV
Mittlere Photonenenergie bei T: < T >= 2,7T

kKT = 5eV =< kT >~ 13.6eV

Photonendichte = 10°- Materiedichte
bei kT = 0.3eV: Entkopplung von Strahlung und Materie t = 103 ~ 3. 10%y
zeitgleich: g,, oc T3 ~ g,.(oc T~%) bei t ~ 10°
Materie dominiert Energiedichte. Erst nach der Entkopplung von Strahlung und
Materie konnten sich Atome und Molekiile bilden.
Nach ca. 1 Sekunde sind neben Leptonen und Photonen nur Neutronen und
Protonen iibrig. Ihre relativen Anteile sind durch die folgenden Prozesse cha-
rakterisiert:

Vet+tn=1¢ +p

Vetp=e' +n
n—=p+e 4+,
da kT < M,c? gilt, sind Nukleonen nicht relativistisch. Die Boltzman-Faktoren

beschreiben die Verhéltnisse

e w Q= (M, — M,)c*=1,29MeV
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kT, =0,87MeV
Zu Beginn der Entkopplung ist das Neutron-zu-Proton Verhéltnis

Nn(0)

Q
= ¢ Hr =0,23
P(O)

Zu spéteren Zeiten verringert sich die Neutronenzahl aufgrund des [-Zerfalls
des Neutrons:
N, (t) = N,(0) - e '/7
N,(t) = Npy(0) + N, (0)(1 — /™) mit 7 = 8965

Die Nucleosynthese beginnt sofort iiber die Synthese des Deuterons
ntp=sH+v+Q  Q=2,2MeV

WQ: Photodisintegration(ER) o = 0, 1mb

Aufgrund der hohen Photonendichte findet der freeze-out erst bei /40 statt
= kT =0,06MeV

Sobald die Photodisintegration des Deuterons aufgehort hat, iibernehmen fol-
gende Reaktionen das Geschehen:

H+n—3H+y

SH+4+p—>*He+7
H+4+p—?He+~y
SHe +n —* He

Bei kT = 0,05MeV (bzw. t = 400s) ist das Neutron-zu-Proton Verhéltnis
r=2%=0,14.
NB: sobald ein Neutron im Deuteron gebunden ist, kann es nicht mehr zerfallen!

Wenn alle Neutronen in “He gebunden sind, dann ist die Haufigkeit Ny, =
N, /2.

N Naye _ %Nn . %%: _ r —0.06
Nit No+ N, Neg1 20r41) 7
Das Massenverhéltnis ist mage ~ 4m,
4N4He 2r
Yige i = —— = =0,25
H Ntot 7+ 1

Reaktion mit
He —»"8 Be -7 Li

He -7 Li

Warum werden keine schweren Elemente produziert?

e Es gibt keine stabilen Elemente mit A =5 und A =8

e es gibt keine 3a-Reaktion wie in Sternen, da *He-Dichte zu klein ist
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Big Bang Time after Big Bang (s)

: - 2 3 4
Nucleosynthesis / ? Ben, pyLi . 10 10 10 10
N 10
*Helex.7) B
. 7) Be - Li 102
" Lil pyry* He r
-4
o i 10
—"Held, p)'He—+ E‘ e, y) Li g & T
TE S 10
dp.yVHe *Hetn.py  Hd.n)* He = . r
75 i)' He 0 | ﬁ 10-
Efp(u,ywa—u(fr.mz—- " = lD"o-
e F e |
bty 10-2 L [ IR AR Lty ot it
) 3.0x10° 1.0x10° 03x10° 0.1x10°
Temperature (K)

Abbildung 9.2: Elementeentstehung ~ Abbildung 9.3: Massenverhiltnisse der
nach dem Big Bang leichten Elemente nach dem Big Bang

Baryon-Antibaryon Asymetrie

Betrachten wir eine Population von Nukleonen im Gleichgewicht mit der Strah-
lung:

ptp=7+7y
Man kann zeigen, dass der freeze-out bei kT, ~ 20MeV stattfindet.

Dieses Verhaltnis sollte bis heute unveridndert sein. Beobachtet wird aber ein
anderes Verhéltnis:

Np _
7( 9

observal) ~ 10
8!

Np —4
— <10
Np ©
Dies bedeutet, dass das Big Bang Modell um den Faktor 10? falsch ist.

Sacharov Kriterien (1966)

Unter der Annahme, dass anfiinglich B = 0 ist, kann sich die Baryon-Asymmetrie
entwickeln, falls

1. Baryonen-Zahl verletzende WW
2. Nicht-Gleichgewicht Situation (freeze-out)

3. CP und C Verletzung

9.2 Elementsynthese in Sternen
Die Bildung von Atomen fand erst 106 Jahre spiter statt, als kT < eV galt.

Das Photon zu Proton Verhiltnis lag hier bei ~ 108.
Durch die Gravitation kontrahieren Protosterne (im Wesentlichen aus H und
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4He (25%), wodurch sie sich stark aufheizen. Dadurch ist genug Energie vor-
handen, um eine neue Brennstufe zu starten.

AE(Gravitation) = A(kT) + AE(Abstrahlung)

Virialtheorem: totale kinetische Energie = —%~ Gravitationsenergie

Fir M < 0,1M; gilt: Die Kontraktion stoppt durch den Entartungsdruck
(Pauli-Prinzip) ohne dass die Temperatur ausreicht, um die thermonukleare
Reaktion in Gang zu setzen. Der Stern wird so zu einem sog. braunen Zwerg.

Die Energie der Reaktonspartner ist durch die Temperatur gegeben und kann
durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschrieben werden.

n(E)dE VEe ®TdE

Damit die Reaktion stattfinden kann, muss die Coulomb-Barriere durchtunnelt
werden. Die Tunnelwahrscheinlichkeit 7" wird durch den Gamov-Faktor be-
schrieben.
_ 2123
Txe VB

Der Wirkungsquerschnitt bei kleinen Energien kann durch s-Wellen beschrieben
werden.

1
g X ﬁ OCE_I
WQ:

Z12Z2

o(E)x E~'e™ VE - S(E)
mit S(E): astrophysikalischer S-Faktor (beriicksichtigt Kernstruktureffekte)

rel. Wahr-

scheinlichkeit | Maxwell-
Boltzmann Gamov-

peak
Tunnel-
wahrscheinlichkeit

kT Ey E

9.2.1 Wasserstoffbrennen
fiitr M > 0,1M

1. Schritt: p 4 p Svache WWo g v L (4300keV)

2. Schritt: p+d —*He + v (schwache WW)
3. Schritt: *He +3He —*He +2p (starke WW)
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Alternativ: Be, B, Li
Netto:

4p —*He + 2e* + 2v, + 26, TMeV

geringe Wahrscheinlichkeit fiir den 1. Schritt: stabiler Zustand ~ 10%
Strahlungsdruck = Gravitationsdruck

Die Zeit fiir ein Photon um aus dem Inneren an die Oberfliche zu kommen
betrigt ~ 10%y

9.2.2 Heliumbrennen und mittelschwere Kerne

Fiir den CNO-Zyklus benotigt man Kohlenstoff. Dieser wird durch He-Brennen
erzeugt. CNO wird dominant, wenn H im Sterninneren verbraucht ist. Ist der
Wasserstoff verbraucht, kontrahiert der Stern. Dies fithrt zu einer Temperatur-
erhohung von ~ 108K, wodurch nun Heliumbrennen méglich ist.

*He +1He <+®Be + (9, 2keV)

Der Grundzustand von ®Be ist nicht gebunden und die Fusionsreaktion ist im
Gleichgewicht mit der Dissoziationsreaktion.

Bei T =2-108K ist (E) = 10keV.

= Gleichgewichtskonzentration ~ e~ ~4~1073

®Be +1He —»'2C 4 v

Nachfolgende Reaktionen (T abhingig):

a+2C — 160 + 4

20 4+12C - 20Ne +*He
— 2Na+p
— BMg+n
— 160 4 2a

60 +160 — 2&j 4+4He

Zusammenfassung der Brennphasen:

Stoff T / 10° K Produkte Brenndauer

'H 0,02 ‘He, “N 7-10% a
‘He 0,2 12¢, 160, 22Ne 5-10% a
2¢ 0,8 20Ne, 23Na, 2*Mg 600 a
20Ne 1,5 28gi la
160 2,0 328 180 d
28Gi 3,5 54Fe, 56Ni, 52Cr 1d
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Nach dem Verbrennen eines Brennmittels kontrahiert der Stern. Dadurch erhoht
sich seine Temperatur und die Fusion des néchsten schwereren Brennmittels
beginnt.

Im Gleichgewicht gilt folgende Relation:

Energiegeneration = Energieabstrahlung

Bei niedrigen Temperaturen (H-, *He-Brennen) dominiert die Diffusion bzw.
Konvektion von Photonen. Bei Temperaturen iiber 5- 108 K dominiert die Neu-
trinoabstrahlung die Energieabstrahlung!

Neutrinos werden in folgenden thermischen Prozessen gebildet:

et +e” wv+v (branching ratio = 10719)

y+e —e +rv+v

e” +Kern - e +Kern+v + v

N.B.: Neutrinos kénnen aus dem Sterninneren ohne Wechselwirkung entkom-
men (L, > L,).

Im Gleichgewicht gilt: €,,. = €, = Temperatur, bei der die Fusionsreaktion
stattfindet.

9.2.3 Brennen schwerer Elemente (A > 60)

Oberhalb von A ~ 60 werden schwere Elemente {iber Einfangreaktionen erzeugt.
Man unterscheidet hierbei drei Prozesse:

e p-Prozess (Anlagerung von Protonen)
e s-Prozess (langsame (slow) Anlagerung von Neutronen)

e 1-Prozess (schnelle (rapid) Anlagerung von Neutronen)

p-Prozess
p
e Einfang von Protonen in (p,y)-
Reaktionen Z+1, NN\ B+
e Ist der neue Kern stabil (bzw. N
langlebig), kann er als Ausgangs- Z,N |Z,N+1
punkt fiir den néchsten Einfang-
schritt dienen
N
s-Prozess
. . p
e Einfang von Neutronen in (n,y)-
Reaktionen Z+1, ]\? 8-

e Neutronen miissen keine Cou-
lombbarriere durchtunneln. Des- Z,N |Z,N+1
halb findet dieser Prozess leichter
statt als der p-Prozess.
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r-Prozess

Probleme:

a) theoretische Modellierung schwierig, da die Kernstruktur exotischer Kerne
nur unzureichend bekannt ist

b) es werden hohe Neutronendichten benstigt = Super Nova

Neutronen entstehen iiber fogenden Prozess:
pt+e —n-+r,

Diese Reaktion kann nur ablaufen, wenn der Entartungsdruck grof§ wird. Der
Entartungsdruck steht mit der Dichte des Sterns in folgender Beziehung;:

P x o°/3 (nicht relativistischer Fall)

P o g*/? (relativistischer Fall)

Chandrasekhar-Limit

Die Chandrasekharmasse ist maximale Masse eines stabilen weiflen Zwerges. Die
Gravitation wird hierbei durch den Entartungsdruck aufrechterhalten. Wird M
grofler als Mcp, kommt es zu einem Gravitationskollaps.

Mep, ~ 1,4My = 2,8 - 10%0kg

)

2 G /J'e'rnH)2

Mcy =

mit  pe: mittleres molekulares Gewicht pro Elektron
mp: Masse des H-Atoms
w§ = 2,01

Super Nova Energetik

3GMys 3GMps 53 59
AFEp ~ — - - ~3-10 ~ 2-10>"MeV
P 5 RNS 5 Rcore res ¢
kin. Energie ~ 1072AEp
em. Energie ~ 107*AEp

} = B, ~99%Ep
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Kapitel 10

Quantenelektrodynamik

(QED)

Die QED ist die Theorie der elektromagnetischen Wechselwirkung (kurz: em
WW). Sie ist eine fundamentale Theorie, d.h. sie ist nicht auf andere Theorien
zuriickzufiithren.

QED im engeren Sinn: Wechselwirkung von Photonen mit et /e~

QED im weiteren Sinn: Wechselwirkung von Photonen mit fundamentalen Dirac-
Teilchen (e*, u*, 7%, Quarks)

— Ankniipfung an Kapitel 4 Die genannten Dirac-Teilchen bilden (zusammen
mit den Neutrinos) die fundamentalen Fermionen.

QED = fundamentale e.m. WW zwischen den fundamentalen Fermionen. Die
QED ist ein Musterbeispiel einer erfolgreichen Theorie

e sie ist fundamental

e sie ist konsistent mit den Prinzipien der Relativitéitstheorie und Quanten-
theorie (basiert auf QFT)

e sie macht prizise Vorhersagen — Prizisionstests der QED: beste Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment (auf 8-10 Stellen)

10.1 Grundgleichungen, Feynman-Regeln
e em Feld: A*(z) (Operator, kovariante Formulierung)

freies Feld (in Impuls-Helizitéits-Basis):

ddk —ikx f * _ikx
At () = 3/22/%0 an(R)elyy (B)e ™™+ al (k)ely (k)" e

A = +1 : Helizitat
()\ = 0 existiert nicht wegen Transversalitit: VB
( : Polarisationsvektoren

VE =0)

) "

e k= (,\) “E() = =0
i = %( Vtieh) el o : lineare Polarisation
6’{72 =(0,€e12) €12- E=0
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e Dirac-Feld: ¢f(x) (Operator) fiir jedes geladene Dirac-Fermion f
em-Strom: j* = > ¢y prQy

—1 fir e, b, T
Q= —|—% fir wu,c,tQuarks
—3 fiir d,s,bQuarks

zuniichst weiter fiir e*-Feld (¢)

Bewegungsgleichungen
(1) Maxwell-Gleichung (in Potentialen)
04k =ejh (j* = =)

(2) Dirac-Gleichung
[(i"(0y — ieAy) —m]y =0
("0 —m)p = ex" Ayt

Losung von (1)

(mit Hilfe der Green-Funktion D)

Ay =e [ @y DV - i) (A)
DH: Green’sche Funktion

d4 .
| (27?)4 R, (Q)

mit D*(Q) = _Q%itie (siche Kap. ??) und ie: kausale Randbedingung. —
Feynman-Propagation fiir Photonen.

Graphisches Symbol: .’\MfQ\M (innere Photonlinie)
4)

Zur Lésung von (2)

dazu: Greensche Funktion der Dirac-Gleichung
Bezeichnung: S(z —y) < 4 x 4 - Matrix
definierende Gleichung;:

(788 ~m) 8@ - 9) = 8% - o)1

Fourier-Ansatz:

4

— d'Q —iQ(z—y)
a9 = [ e

Einsetzten in DGL ergibt eine algebraische Gleichung fiir S(Q):
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(@-m5@Q =1 wobei @ =G,

Losung:
S@=@-m) " = g

Fermion-Propagator, ie: kausales Verhalten entspricht den Randbedingungen.
S(x — y) beschreibt die Ausbreitung eines

Teilchen von y — x, wenn 30 < 20
Anti-Teilchen von z — y, wenn 20 < 7°
Graphisches Symbol: @——#——® (innere Fermionlinie)
Q

(Q in Pfeilrichtung = Richtung des Ladungsflusses des Teilchens)

Lésung von (2)

mit Hilfe von S(z — y):

P(x) = —e/d4y S =y Au(w)vly)  (F)

(formale Losung, Integralgleichung fiir 1)
Die Darstellungen (A) und (F) werden benutzt, um S-Matrixelemente zu be-
rechnen.

Berechnung von S-Matrixelementen

Storungstheorie im WW-Bild, Felder mit freier Dynamik
Anfangszustand|i), Endzustand |f) in niedrigster Ordnung Stérungstheorie gilt

sﬁzvmw=4/¢uﬂmmmm

mit j#: Fermionenstrom und e: Kopplungskonstante

Hint = eﬁ(x)’ww(x)Au(x)
(

El.-magn. Wechselwirkung:

(fHintli) = —e (fl ()" Y(x) Au(z) |4)
~—— ——
(F) einsetzen (A) einsetzen
= Prozesse mit = Prozesse zw.

duBeren Photonen Fermionen (Kap. 4.3)

duflere Photonen
o in |i): (f.. . Auly kA = €N k) (f]...10,..)

o in |f): (p kA | ALD) = e D(ER)(0,. ] i)
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Vorgehen analog zu 4.3
e Fourier-Darstellung fiir A*, v, 1) einsetzten mit Erzeugern und Vernichtern
e Fourier-Darstellung fiir S(z — y) bzw. D, (z — y) einsetzten.
e Integration d*z und d*y liefert Impulserhaltung an jedem Vertex und glo-

bale Impulserhaltung, so dass

1 ni+ng
Spi = (2m)*6*(Pi = Pr) - My; - { }

(2m)°

(n; +ny: Zahl der Teilchen in |i) und |f))
My; ist das Matrixelement, das dann den Feynman-Graphen entspricht.
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Vollstidndige Liste der Feynman-Regeln fiir QED

N NANANANe —iguv

0o o7 tis innere Photon-Linie
._5_. Z% innere Fermion-Linie
‘V\"< tey*(Qf)  Vertex (Qy: von 1 abweichende Ladung)
ANNAANS

k— i

eg(k;) einlaufendes Photon
€, (k) auslaufendes

[ gV Vo Ve

kE—
>0

p— u(p) einlaufendes Fermion

p— o(p) einlaufendes Anti-Fermion
-

—>»

p— u(p) auslaufendes Fermion

p— v(p) auslaufendes Anti-Fermion

-~ =

Vorgehen:

e Zeichne alle Graphen, durch Vertex verbunden, fiir einen gegebenen Streu-
prozess

analytische Ausdriicke nach Feynman - Regeln einsetzen. Spinoren entge-
gen der Pfeilrichtung anordnen

Impulserhaltung an jedem Vektor

Graphen aufsummieren, dabei Vorzeichen beachten:

— Zeichen bei Vertauschen von zwei Fermion-Linien (Pauli-Prinzip)

Ergebnis: M ¢;

Wirkungsquerschnitt
fira+b—a;1+as+---+a,

(27_(_)10 ) |: 1 :| (2+’l") -2 A
do = M 54 (P — Pp)d®
8o mP—mmg L) !
dd = d3p1 dgpr
= 2p0 e on
1 T

mit P; = po +py und Py =p1 + -+ py
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10.2 Beispiele fiir QED-Prozesse

in niedrigster Ordnung (Born-Approximation)

Compton-Streuung

= M, +M,

Mo = alp') (—iex)iS(Q) (~ien”) u(p)es (K )e, (k)

Paarvernichtung

et +e” —>7+7

T

M, = 0(q) (—iey") ze’y o (k1)

Mpgller-Streuung

e +e —e +e

- - - >

—p = —p —q
+Q B +Q

- - - -

—q —q —q =

140



Bhabha-Streuung

—p N p/ —p —-p
1Q=p-p B
g /) 7@=pta\ Ly
—q =
-¢ -¢
et
Paarerzeugung
efe” =t (77T, qq)
(e7) (0=,77.4q)
—p —=p
Quark-Antiquark-Erzeugung:
, bei hohen Energien
—q —q
(e*) (W 7%,9)

Beispiele zur Berechnung eines Wirkungsquerschnitts

Als konkretes Beispiel zur Berechnung eines Wirkungsqerschnitts betrachten wir
die

Zur Compton-Streuung
Den beiden Graphen auf Seite 140 entspricht das Matrixelement
My = Mg+ M,
Mittels Feynman-Regeln:
Mo = —ie*a(p')y" e, (k') S(Q)y" e (k)u(p)

My = —ie*a(p')y" e, (k)S(Q )" e (K )u(p)

wobei Q =p+kund Q' =p— K
Nach Kap. ?? erhiilt man den Wirkungsquerschnitt im Laborsystem (=Ruhe-
system des e~ im Anfangszustand)

do_ () (Wl LY
dQ ~ 16m? \ w T 23
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!/ mw
m-+w(1l—cosf)
——————— m: Elektron-Masse

w=k| o=k

w

=y

=/
p
M =M, + My =M(o,0', A\, XN)
A, XN: e~ -Helizitdten
o, 0’: v-Helizitéiten Da man es im Experiment im Allgemeinen mit unpolarisierte

Zustinden zu tun hat, summiert man iiber die End - Helizititen o', A’ und
mittelt {iber Anfangs - Helizititen o, .

1 -
Ml = 33 Moo’ AN = MG

o, A o’ N
Ergebnis:
w
M2 = et [ +— - 51n2(9)}
do a? 1 (W\ [0 w 9
dQ  2m?2  4m? (w) {w + o St (0)}
. e? _ 1

wobei a = - = 13-

klassischer Limes: v’ ~w < m

(— Streuung einer Lichtwelle am e™: Thomson-Streuung)

do a? .
0 == 2—”12(2 —sin?(9))

...ergibt den Thomson Wirkungsquerschnitt
integrierter Wirkungsquerschnitt:

87 a?

OTh = 5 —3
3 m?2

...ergibt den Thomson-Wirkungsquerschnitt
Wichtig:
Compton-Streuung hat als klassischen Grenzwert die Thomsonstreuung:

0 Compton — OThomson

= Operative Bestimmung vona aus einer klassischen Observablen. Der Grenz-
wertiibergang gilt auch in hoheren Ordnungen
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= «a eindeutig, unabhingig von der Stérungstheorie (gilt nicht fiir starke und
schwache WW)

8T 9 e\?2 T e 2
OThomson — 5 .. '€ | — = . « . —
—_— 3. 1672 m 3 - Ar ~~ m
klassischer b exp- N——
Streuquer- estlm}mt Messung.
schnitt durch durch Radius

OThomson z.B. im B-Feld

Zur Paarerzeugung: ete™ — utpu~

- D

Q = ptgq

—p Q* = (p+ q)2 = im CMS
—q ~Q —q = (p°+¢°)?% =

= S
integrierter Wirkungsquerschnitt fiir s > m?, mi:

4
O— =
3s

Den tatséichlich gemessenen Wirkungsquerschnitt kann man aus Abbildung 10.1
entnehmen. Das Peak bei 91 GeV entspricht dem Z-Boson der schwachen Wech-
selwirkung:

-
f‘

o

| j | e’e —hadrons E
\ \ 3
M, ]

: ' PEIRA
| KEKB

PEP-II
10

[
<
v

—
=1
N
o

Cross-section (pb)

=
=S5
w
LELLL

et
=3
»

IR Py R
120 140 160 180 200 220

il EFEETES BRI SR

0 20 40 60

Centre-of-mass energy (GeV)

Abbildung 10.1: Anmerkung: ete™ — Hadrons = efe™ — 37 (¢q) mit ¢g:
Quark-Antiquark-Paare
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10.3 Préazisionstests der QED

Vorrausetzungen: genaue Experimente, genaue theoretische Vorhersagen. Bei-
des trifft bei QED zu.

Genauigkeit erfordert Stérungstheorie in hoherer Ordnung: Feynman-Diagramme
mit geschlossenen Schleifen — Beitréige mit hoheren Potenzen von e bzw. o, nu-
merisch kleiner als Born-Approximation.

Beispiel: e~ e~ — ut p~ in 2. Ordnung: 1-Schleifenordnung (e*)

et,ut, ...
Vakuum- Vertex- Elektron- 2-Photon-
Polarisation Korrektur Selbstenergie Austausch

Erginzung fiir Feynman-Regeln bei Schleifen

e In ciner Schleife ist ein Impuls (/) nicht festgelegt — integrieren: [ %

... pro Schleife.

e Bei geschlossenen Fermion-Schleifen zum Integral zusétzlich (—1) - Trl...]
(Pauli-Prinzip).

Beispiel: Vertex-Korrektur

4 —igss
/ aal a(p') (ier*)iS (o' — 1) (ier)iS(p — Dier”) iie =

4
= e*u(p’) [/ %W‘SS@’ — D7 S(p — l)%ﬁ u(p)

Ergebnis lésst sich schreiben als

NV (@Q) + 5 -i0" Q- Fu(@Y), Q= —p) Q=p ~p

Die Formfaktoren Fy 5/ (Q?) sind in der QED berechenbar (anders als z.B. bei

Protonen).
F(0): Beitrag zum magnetischen Moment.
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Mef3bare Effekte bei niedrigen Energien
(i) Lamb-Shift
(ii) anomales magnetisches Moment von e, i

(i) Lamb-Shift:

Verschiebung der Energie-Niveaus im H-Atom gegeniiber der Dirac-Theorie; am
stédrksten bei s-Zustédnden.

Dirac: Eyj, |nlj), j=1+ 4 firl=1,2,..;5=0fir [ =0,1=0,1,2,...
Vakuum-Polarisation

Vertex-Korrektur (mit e-Selbstenergien)

2 Beitrige {

m\(/;illiﬁfz)(i)eli“ ¢ nicht relativistisch
. Fy(Q?) = Fouriertransformierte der Ladungsverteilung,
Coulomb-Potential _ o .
des e™, modifiziert Pinktladung
vom Kern

— réaumlich ausgedehnte Ladung, modifiziert
Coulomb-WW

Ucoulomb (") = Utoulomb + AU

Verschiebung der Energieniveaus in stationédrer Storungstheorie:

AE,;; = (nlj|AU|nlj) hebt 1-Entartung auf

2p3/2
AE i J
————— . — )
Lamb P1/2
(Lam 2510
1 81/2
=0 =1
gemessen: 1947 (Lamb + Rutherford)
berechnet: 1947 (H. Bethe)
Vakuum-Polarisation -27 MHz
Verschiebung des 2s-Niveaus: Vertex-Korrektur 41085 MHz
+1058 MHz
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(ii) anomales magnetisches Moment:
Dirac: fis = 2525 (9 = 2) [fiL = 5% L].

Abweichung von g = 2: jis = 2(1 + a) 3% 5.
Vertexkorrektur liefert a = Fj/(0)

—2
g=2(1+a) , a= 9=

Elektronen

genauestes Experiment (Havard): G. Gabrielse et al. (benutzt Penning-Falle fiir
Elektronen)
al® = 0.001 159 652 18085 (76)

af™ = 0.001 159 652 18279 (7 69)

al®? —a!h = (-=1.9447.73) - 10712

e

zur Theorie: 1-Schleifenbeitrag e = %

1 « a\? a\3 a4 a\®
e 2@ (@) ()
2 7 us us T m
N—— ~——
analytisch brechnet numerisch  Abschitzung
1,2,3-Schleifen 4-Schleifen 5-Schleifen
z.B. oder

Die Koeffizienten ¢y, ¢a, ..., ¢5 sind bekannt = genauer Wert von « wird benétigt
fiir eine Vorhersage.

al*° = 0,001 159 652 182 79 (769)
Fehler ist dominiert vom experimentellen Fehler in «
as™ = 0,001 159 652 180 85 (76)

hierfiir benutzt: Elektronen in Penning-Falle (Harvard)
Bestimmung von «:

e Josephson-Effekt
e Riickstofmessungen an Cs, Rb bei Emission (genauester Wert z.7Z.)

Q aus Ge:
a~ ! =137.035999 69

= Vorhersage fiir a,,
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Myon

my, > me (my, ~ 200m,)
a, # a. (schwache WW, Vakuum-Polarisation)
Beitridge von schweren Teilchen (Masse M) in Schleifen ~ (%)2, [diese sind

bei a. wegen (7 )2 unterdriickt]

Daher ist a,, sensitiv auf schwere Teilchen.
Beispiele:

schwache Wechselwirkung

Beitrag zu a,, +154 - 10711
z.B. Z (1- und 2-Schleifenordnung)
nicht vernachlassigbar

Wichtiger Beitrag:

+ Hadronen (starke WW) +(6921 4+ 56) - 10~

azh =0,00116591797 (60) < hauptsichlich hadronische VP

a;"? =0,00116592080 (63)

Exp.: Brookhaven (2004), G. W. Bennett et al.

Methode: p+ im Speichering, zerfillt wegen schwacher WW:
pt — et + v, + v, lange Lebensdauer im Ring wegen Zeitdilation.
Umlauffrequenz im B-Feld: wgo = <&

my,’

Prizessionsfrequenz des Spins: wg = g5 B = we + Aw, Aw ~ a,.

2my,
SpinW

Winkel zwischen Spin
und Bahn periodisch
\“/ verdnderlich (mit Aw)

N\

Zerfille in e™ werden durch Detektoren registriert (radiale Zerfallsrichtung).

147



Rat_'e vom Winkel
I §<®> £(S, P) abhéngig,

+
€ <ﬂ>§ < -% _ oszilliert mit Fre-
quenz Aw

Vergleich Theorie-Experiment:

at™ —all = (292+1) - 107" (2011)

Abweichung von ~ 3,40, zur Zeit ungeklart

Mégliche Erklarung: neue Physik, durch neue unbekannte schwere Teilchen.
z.B. Supersymmetrie = Partnerteilchen von p,v,v, Z,W,... [i,7,X°, Xx*] =
neue Beitrage

konnen Abweichungen erkliren,
wenn die Masse M ~ 200...400
GeV fir die SUSY-Teilchen
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Kapitel 11

Kernkraft, Nukleon-
Nukleon-Wechselwirkung

Als Kernkraft bezwichnet man die Wechselwirkung zwischen Nukleonen. Die
Reichweite der Kraft liegt im Bereich des Durchmessers der Nukleonen (1fm).
Die Nukleonen im Kern kénnen als freie Nukleonen im Potentialtopf beschrie-
ben werden. Es ist nicht moglich aus der Eigenschaft der Kerne auf das NN-
Potential zu schlielen. Die Bestimmung des Potentials lisst sich aus der Analyse
von Zweikorpersystemen gewinnen, wie z.B. der NN-Streuung an gebundenen
Proton-Neutron-Zustand (Deuteron: 2D).

11.1 Nukleon-Nukleon-Streuung

Energie < myc? ~ 10?2 MeV

= elastische, nicht relativistische Streuung.

Rightarrow punktférmige Teilchen mit Spin, Isospin

Experimente mit polarisierten Nukleonen

Spins konnen parallel bzw. antiparallel zur Streuebene ausgerichtet sein. Rightarrow
Es existieren Triplett bzw. Singulett Zustédnde.

Streuphase

)

Streuung eines “‘aus dem Unendlichen”’ einlaufenden Nukleons mit Impuls p’
und Energie ' am Potential eines anderen Nukleons.

Die einlaufende Welle ist hierbei eine ebene Welle, die auslaufende Welle eine
Kugelwelle.

Entscheidend fiir den Wirkungsquerschnitt ist die Phasenbeziehung zwischen
diesen Wellen. Der differentielle WQ ist

do
= 1fe)

mit der Streuamplitude f(#) Die Streuung an einem kurzreichweitigem Potential
kann mittels Partialwellenzerlegung, d.h. der Entwicklung der gestreuten Wel-
len nach Anteilen mit festem Drehimpuls [, beschrieben werden. Fiir elastische
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Streuung gilt fiir grofie » vom Streuzentrum:

f0) = i(Zl + 1) - sind; - Py(cos )

=0

| =

k= % = % =Y 224 £ Wellenzahl des gestreuten Nukleons
d0;: Phasenverschiebungswinkel
P Eigenfunktionen des Drehimpulses ! in Form der Legendre-Polynome l-ter

Ordnung Ist die Reichweite des Potentials a, so gilt:

P a
h

mit a ~ 1fm, pc < 100MeV, he ~ 200M eV folgt, dass [ = 0 ist (s-Wellen).

1<

P,(cos?) =1

Fiir die Kernbindung ist also §y mafigebend.

= f(0) ~ %eiéo +sin do

11.2 Experimentelle Resultate
60(Radian)

35, Spin-Singulett
Isospin-Triplett

150

+ Spin-Triplett
Isospin-Singulett

100 200 300 4N 0 p(MeV/c)

|p] < 400 MeV /c: dg positiv

|p] 2 400 MeV /c: §p negativ

Interpretation: AbstoBende Kraft bei kleinen Abstéinden (= groflen Impulsen)
und umgekehrt.

Losung der Schrodingergleichung fiir das angenommene Potential:

v 2m(E —V(r))
R

anziehendes Potential: +dg
abstofSendes Potential: —dg

5 . E ; V2me2(E + V) V2mc?E - a
= arctan an —
0 E+|V]| he

he
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mit kurzreichweitigen abstoflenden und langreichweitigen anziehenden
Potential.
dp < 0 (die gestreute Welle eilt um &y nach):

v nicht gestreute Welle

— / <— gestreute Welle

anziehendes Potential: gestreute Welle eilt voraus (59 > 0)

\Y%

Beitrage zum experimentellen Ergebnis:

do
anziechendes Pot.

esamt

N

abstof3. Pot.

Potential V' (r) Nukleon-Nukleon (schematisch):
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r/fm

~ —85

Der abstoflende Teil steigt stark mit fallendem r an. Dies definiert den sog.

99

“hard core”’.

NN-Potential
Groflen, die die WW bestimmen:

e Abstand 7

relativer Impuls p’

Gesamtbahndrehimpuls
e relative Ausrichtung der Spins 87, S5

Das Potential V(r) ist eine skalare Grofie und ist deBhalb translations- und
rotationsinvariant und symmetrisch unter Teilchenaustausch. Fiir einen festen
Isospin hat das Potential die folgende Form:

Vir) = VW) Zentralpotential
+  Vsg(r)5152/h? Spin-Spin-WW
+  Vr(r)(3(5y - 7)(52 - ) /r? — 5152)/h  Tensorpotential

(nicht zentrale Kraft)
+  Vis(r)(31 +52) - L/h? Spin-Bahn-WW

( + Vis(r)(3y-L)(5, - L)/n? )
+ Vps(r)(51-D)(5:

Bemerkungen:

i) Da das Zentralpotential zu schwach ist, gibt es fiir ein Proton-Proton und
Neutron-Neutron System keinen gebundenen Zustand (8= §; + §o = 0)

ii) s = 1: Wegen Vr und Vsg gebundener Zustand — Deuteron 2D

Eigenschaften des Deuterons

e Bindungsenergie: B = 2,225MeV

Spin und Paritét: JE =11

Isospin: I =0

magnetisches Moment: = 0,857un
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e clektrisches Quadrupolmoment: Q = 0, 282¢ fm?

m(he)?
|V| ~ B + SaZmeZ (2 )2 ~ 100MeV
~—~ T a“mc
Potential- Bind.- .
. kinetische
tiefe energie .
Energie Fx

a=1,2—-1,8fm=V ~50MeV V>B

e Der Schwanz der Wellenfunktion u = ce™ "

Reichweite

, % ~ 4,2 fm ist grofler als die

Folge:
GroBe Delokalisation der Aufenthaltswahrscheinlichkeit u?(r).

u?(r) u?(r)

(B <[V])

Vergleich mit Hy-Molekiil:

u?(r)

— starke Lokalisierung
| der H-Atome (B und V

1 3 r/a sind #hnlich grof)
4,47V =B
~5eV=V
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Kapitel 12

Quantenchromodynamik

(QCD)

Die QCD ist die Theorie der starken WW. Sie ist fundamental. Sie beschreibt die
WW zwischen Quarks, aus denen sich die Hadronen zusammensetzen. Quarks
sind fundamentale Spin-1/2-Teilchen.

Der Rahmen der QCD ist die relativistische QFT. Die QCD ist eine ““Eichtheo-
rie”’, die auf der Lagrange-Formulierung der QFT basiert.

historisch: e”-Nukleon-Streuung (N=p,n), inelastisch

tief.inelastisch: |Q?| 2 2GeV?; experimentell: Streuung an freien punktférmigen
Konstituenten

e Feynman: Parton-Modell

e Gell-Mann: Quark-Modell

12.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

bisher (QED): WW beschrieben durch Hamilton-Operator H;pne = [ A3z Hins
statt dessen: Lagrange-Funktion L = [ d®r L, mit £: Lagrangedichte (“Lag-

rangian”’)
o0
S:/ dtL:/d4x L
. ~ N~

inv. inuv.

Dies ist die Wirkung. Dabei ist £ und somit auch S eine Lorentzinvariante
Grofle. 65 = 0 = Bewegungsgleichungen
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Griinde fiir Lagrange-Funktion/Dichte als dynamische Grundgrofe:
o liefert Bewegungsgleichungen geméif universellen Prinzips
e Lorentz-Invarianz ist manifestiert

e Symmetrie von £ (von S) haben wichtige physikalische Konsequenzen, z.
B. Noether-Theorem. Hier besonders: innere Symmetrien (keine Raum-
Zeit-Symmetrien) — Eich-Symmetrie (unter Eich-Transformation)

Mechanik:
L= L(gr,dx) 2=%
%gTLk - % =0 Bewegungsgleichungen
Feldtheorie:
L=[dzL ,  L=L(é(x),0.6(x))

(statt k: kontinuierlicher Index x)

o= p+d0¢ Oud — 0pd + 0,(00)

Analog zur Mechanik erhélt man die Bewegungsgleichungen:

oL oL _
00,9 Op

Bei mehreren Feldern ¢,;(z) (auch Komponenten von Vektorfeldern, Spinorfel-
dern) gelten die Bewegungsgleichungen fiir jedes ¢;(z)

(1
G = A, Yo (a=1,2,34), b= | 1 |, %a, ¥ = (U], 05, —5, —F)
(o
oc oL _ Bewegungsgleichungen
"0(0,05) O ,Feldgleichungen*

Beispiele:
a) Skalarfeld: ¢(x), ¢f(z) (klassisch oder quantisiert)
Ansatz: L= (0,0")(0"¢) — m>plo

oL oL

T ) - = = 14 240
aﬂ(aﬂqﬁ) b =0 = %o mPo=0
—— =

o —m?¢

Klein-Gordon-Gleichung:

(O+m?)p=0
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b) Spinorfeld: ¢, bzw. ¥g, v, (a =1,...,4)

L =iy Oy —m)p = alivh,0u — ma]thy

a,b
oL oL
9, % £ —0
" 0(0tba) 9
=0 Zb(i')'::bau_méab)wb:o

Dirac-Gleichung:

(i7" 9 —m)e = 0]

c) Photonfeld: A, (z)

1 1/ =
L= Fu " {: 5 (£2- BZ)] , mit F,, = 8,A,—0,A,(Feldstirken)

A, — A, +0A, usw. , 05 =0 = [in Lorentz-Eichung, 9, A" = 0]

oL oL
O [a@Au)} “o4, "
—_—
0,,(0mA¥) =0

Maxwell-Gleichungen fiir freies Photon-Feld:

0A” =0

12.2 QED als Eichtheorie

(Formale Aspekte der QED)
Das freie Dirac-Feld v hat Lagrange-Dichte

Ly = &(Wuau —m)yY
Globale Eichtransformation

Formale Symmetrien unter 1) — €!“1, 1) — e~ (o € R) bilden eine Gruppe:
U(1), Abelsche Gruppe
Diese Transformation lisst £y invariant.

Lokale Eichtransformationen

Die Transformation ist nicht invariant unter ¢ (z) — '@ (z) (a(x) reelle
U(x)
Funktion), da ‘ ‘
aﬂ(ewz(w)w(x)) #em(x)a“w(m)

Invarianz wird erreicht durch Ersetzten der kovarianten Ableitung

0, — Dy = 0, — icA,

Lergibt 0, (PyH1p) = 0 = Q = [ d3z j° Erhaltungsgrofe
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A, Vektorfeld, e: Konstante unter der gleichzeitigen Transformation

V() =Y (z) = € @y(a

Au(e) = A @) = Auw) + - Bga()

) = U(2)y(x)

lokale Eichtransformation

Die Symmetrie unter der lokalen Eichtransformation heifit lokale Eichsymme-

trie, die Gruppe der Eichtransformationen hei
de Eigenschaft von D,, lautet:

D,y (x) = U(x)Dyt)(x)

('(/)/ = Uw) ) (A;; =

3t Eichgruppe. Die entscheiden-

(D), = 0, —ieA})

1
AN + g@ua)

als Operator Identitét:

D,U=UD,

= L) = §'(iy" D), —m)

Y =

— WPl Dy’ —mU) =
——

UD,1

=1

DUt ULin" Dy — mly = Lo

e Forderung nach lokaler Eichinvarianz erfordert Existenz eines Vektorfeldes

A,: Eichfeld
e Eichfeld koppelt an 1-Feld:

Lo— L= @(iv’LDM —m)y = @(iy“@u —m) ey A, =ejtA,
—— —

Lo JH

= WW zwischen 7 und A, mit e als
erhaltener Strom (d,j* = 0)

Kopplungskonstante und j* als

e A, wird ein dynamisches Feld durch Addieren von

1

EA = _ZEI,VF#V

Loep = Lo+ Lo+ Ling

) Lint = ej“AM

Der Ubergang zum Hamilton-Formalismus erfolgt durch die Legendre-

Transformation £ — H = Hyrei + Hint
= Feynman-Regeln, usw.
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Zusammenfassung (Strategie):

(i) globale Symmetrie von Lo

(ii) lokale Symmetrie durch 9, — D, mit D, U = UD,, fiihrt ein Feld A, ein
mit WW ~ ¢y A,

(iii) A, dynamisch durch +£4 = —1F,, F*

Dies ist ein Konstruktionsprinzip fiir allgemeine Eichtheorien.

12.3 Nicht-Abelsche Eichtheorien

Verallgemeinerung: , Phasentransformationen®, die nicht kommutieren.

Y — ' = Utp mit UyUs # UsUy, erfordert Matrizen U, d.h. 1) ist ein Multiplet:

(4
Y= : U : n x n-Matrix

Yn
(beachte: jedes 1y, ist ein Dirac-Spinor)

(i) Globale Eichsymmetrie:

Ausgangspunkt:

Lo =iy 0y —m)y

mit o = (Y1, ...,%n) = (W17°, ..., ¥,7°) (alle ¢, ..., %, zu gleicher Mas-
se m)
Betrachte unitéire Transformation ¢ — U:

Ul=U""¢' =gU" =gU™!

(@) =904 = ¢TUT? = 91Ut = 9UT)
= Yp, 1/7)7“8,11/) und somit Ly invariant, wenn U von z unabhéingig ist.
Die U’s bilden mathematisch eine Gruppe. Physikalisch relevant: Spezielle

unitére n x n-Matrizen (detU = 1):
Gruppe SU(n)

Beispiele:
SU((2): ¢ = V1 z.B. W schwacher Isospin
1/12 we
1/J1 wr
SU@3): v=| 9 zB. | ¥4 Colour, ¥: Quarkfeld
V3 Uy
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allgemein: SU(n) (n > 2):

Jedes U € SU(n) kénnen geschrieben werden als

U=¢eTa =U(ay,...,an) (T, = 25:1 a®Ty)
mit aq,...ay € R: reelle Parameter
und T4, ...,TxN: hermitesche n x n-Matrizen, TJ =1T,, ,,Generatoren*.

o, infinitesimal:
U~1+ia®T,(+0(a?))

Unitaritiit + det =1 = N =n?® — 1]

SU(n): N-dimensionale Lie-Gruppe

n=2. N=4-1=3

SU(2): fabe = €abe (= Drehimpuls-Algebra)

To =304 oq.(a = 1,2,3): Pauli-Matrizen
SU@B): T, = $X, (a=1,...,8), mit \,: Gell-Mann-Matrizen
0, | 0 _
>\a_ <T‘T)7 (a_172a3)>
0 01 0 0 —2
M= 0 0 0 |,X= 0 0 O ,
1 00 + 0 0
1 0 0
>\6:<%‘L>,)\7:<8 0),)\8:\}§ 01 0
7 72 00 —2

allgemein fiir SU(n): T,..., Ty erfiilllen VR

’ [Tm Tb] = Z.fabcTc

Lie-Algebra

mit fape: Strukturkonstanten
(reell, antisymmetrisch foae = — fabe, fach = — fabes - - - )

iibliche Normierung: | Tr(7,Tp) = %5ab

Erginzung zum Skalarfeld:

?1
o= : ' = (8], 0})
bn
b = ¢ = Ug, (¢)T = (U)T = ¢lUT = ¢TU = ¢T¢, (8,067)(0")

invariant.

= Lo = (0,0")(0"¢) —m?¢'¢

ist invariant unter ¢ — ¢’ = U¢ (spiiter bei dr schwachen WW relevant)
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(ii) Lokale Eichinvarianz:
g = ag(z), U = U(x)

U= eiaa(m)Ta:U(al(z)...aN(:r)) = U(.T)

o' (x) # U(x)0,9(x) = keine Invarianz von Ly unter ¢ — U(x)i).
Lokale Symmetrie kann erreicht werden durch die kovariante Ableitung:

Oy — Dy

wobei gefordert wird:

D,U(x) =U(x)D,

= 1/_)'1);1// =YD, = Lo(d, — D, )invariant

Ansatz:

Dy = 0y — igWyu(z)
g: Kopplungskonstante, W, (x): n x n-Matrix
entwickeln nach Tj:

N
Wolz) =D T Wi(z) = T,Wy
a=1

mit N Vektorfeldern W (a = 1,..., N): Eichfelder
D, — D), = 8, —igW,
Zu kléren bleibt: Was ist W7

D;w’ = DLU(/) =UD,y erfiillt Vi), wenn gilt:

i -
W, =UW, U - 5(6MU)U !

Lokale nicht-abelsche Eichtransformation:

Y= =Uy

W, = Wi, =UW, U™ - g(aHU)U*1

("D, —m)y ist invariant unter den lokalen Eichtransformationen. Eich-
gruppe: Gruppe der Eichtransformationen
Eichinvarianz: Invarianz unter Eichtransformationen

infinitesimal: U = 1 + iga®T, E@é@iﬂ

1
=W =Wi+ g@uaa + faeWhae

——
v neuer nicht-
analog zur abelscher
QED

Term
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‘CO — 1/;(1.’7“1)# - mW = ‘CO + g"/}YHTaWuw
—_———
=Lint
Lint = gj“aW,f
mit j4 = Pyt (T, )
N Strome j**, WW mit N Vektorfeldern:

Lint =9 Oy (Tt Wy

kla

kil=1,...,3

) igyH (T,
Vertex: 197" (Ta)ki Colom-Index

Skalar:
#1

Lo = (Do) (D¢) = m?¢To = Lo+ Lt ¢ :

bn

lokal eichinvariant, £;,; enthélt trilineare und quadrilineare Terme
k a k

/ /

7/
7/
4
4

/ 4

(iii) Dynamik der W-Felder:
Zusétzlicher Term Ly (eichinvariant!) — Dynamik der W-Felder (Bewe-
gungsgleichung, Propagatoren)

1
Lw = — Z(@HW;’ — oWy )2 : nicht eichinvariant

a

statt dessen: Fuw=DW, -DW, =
= apwu - auW/L - ig[Wﬂ, Wu] =

(3
= Q[DIH DV]

in Komponenten: F,,,, = TQFSV
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Eichtransformation: W, — W, D,, — D,,
D!,Dl, = D,UU~D,, = UD, U~ (UD,U~1) = U(D,D,)U"!

= Fuv = Fpy =UF, U
= Tr(FuF") — Tr(}";”,]:’“”) =

=Tr(UF, U 'UFU ™) = Tr(UF,, F*U ') =
=Tr(FuF") invariant

Daher kann man ansetzen:

! v 1 Nz
Lw = =5 Tr(FuF™) = = Za:f;ija’f

F, = 0,W5 = 0,W + gfancWW

= Ly enthilt Selbst-WW der Vektorfelder
benutzt wurde die Normierung:

1
Tr(T,Ty) = 55@

Ly =—=(0, W2 —0,Wi)>—

1
4
1

- §gfabc(8NW5 — 8VW:Z)W[)7HWC,I/_

1 .
- ZQQfabcfadeWSW;WdWWe’V
= Feynman-Regeln

N NNANNL —i9uv
a g% +ie

c

aMA‘{:b ~ g fabe
d c
:}'{:b ~g*f f

Vektorfelder W) heifien Eichfelder. Die W beschreiben Spin-1-Teilchen mit
Masse 0. Diese Teilchen heiflen Eichbosonen (a =1,...,N).

Ly enthélt keinen Massenterm! [Massenterm m2W;fW““ zerstort Eichinvarianz]
Das Gesamtergebnis lautet somit:

e

L= (LZ_Ji’y“'DH —m)+ Ly
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12.4 Formulierung der QCD

Quark-Felder: u,d, s, ... Dirac-Felder

6 Flavour-Freiheitsgrade (Ladung, Generation, ...)

Fiir jeden Flavour-Freiheitsgrad: Dirac-Feld. Weiterer Freiheitsgrad: Colour
pro Flavour: 3 Colour-Freiheitsgrade

u ¢ t
u c t b
u c t b
e Colour
d S b starke WW
<—Flavour——>

em + schwache WW

Pro Flavour: ¢(x) Triplett

Jetzt: Nur ein Flavour! B
Ly = V("0 —m)¥

In Realitét: Z g (i7" 0, — mg) Yy

q=u,d,...

globale SU(3) Symmetrie, Generatoren: T, = %/\a, a=1,..,8 (N =28)

U — eiaa/Q)\g

lokale SU(3) Symmetrie (= lokale Eichtransformation) a,(z), a = 1,...,8

8y — Dy = 8, — igsTuG",

8 Vektorfelder, Gf;: Eichfelder (statt W), Gluon-Felder
gs: Kopplungskonstante der starken WW
2

iiblich: ag = Z—fr ,, Feinstrukturkonstante“ der starken WW

Fiir die Lagrange-Dichte und die Feldstérken ergeben sich folgende Gleichungen:

_ 1 . va oy
LQCD = w(z’y“D# - m)i/} - ZG#VGM o= w(yyﬂD# - m)i/} + Lo
. A
’D,u. = 8# — Zg?G#
G, = 0,GL - 0,G5 + gs farcGLGE,

Quark-Gluon-WW: gsi'y“Tasz
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k

¢ Quark-Gluon-Vertex: a w< 195 (Ta)kiy"

l

) o ftm
Quark-Propagator: ° e 7 o = mic

e Gluon-Propagator: 6 QQQQQ» ; qur

C

e 3-Gluon-WW: a w@i
b
a d

e 4-Gluon-WW: ﬁg%gij
b C

duere Quarklinien: wie bisher, zusétzlich Colour-Index

dufere Gluon-Linien: Colour-Index (a,b,---=1,...,8)

= Feynman-Graphen fiir S-Matrixelement (perturbative QCD), sonst wie
Photon ¢, transversal (A = £1)

Beispiele fiir Prozesse mit Quarks und Gluonen

(i) Prozesse an ete”-Collidern

a) ete” — q7 (Quark-Antiquark-Erzeugung):

q
aus M(ete™ — ptp~) durch M;; = 6;;Qq - M(ete™ — ptp™)
fiir s > Massen: s = (po- + pe+)? = EZ s

3
ST MGP =6 M (etem = ptpT)’Q;
i,7=1 ij
J J
3

= o(ete” —qq) = BQg olete” = utu™)

_4ma?

3s
(g =u,d,s,c,b) = o(ete” — Hadronen) = Zo(e+e_ —utpT)
q
q

:@io»@:
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o(eTe~ — Hadronen)

R =RHad =
Hed = " g(etes = ptpo)

R=3 Z(Qq)2 Faktor 3 exp. bestétigt
q

(alles in niedrigster Ordnung)

b) ete” — q@G (Gluon-Abstrahlung):

q q
G G
Y Y
~ +
q q
M = (1,);j M (ohne Colour)
—_— ———
~gs
8 3
DSOS IMP =D (Tu); (T )ij* IM|?
a=11i,j=1 ayij —

:(Ta)ij ,da Ta:Ta*

= Z Z(TaTa)ij (M|

a 7

—_——
=Tr(T.To)=%,da Tr(T.Ty)="1564s

1
=8 LM = 4| MP
= differentielle WQ fiir ¢7G' ~ ay = %
Signatur: 3 Jets = exp. Bestimmung von a; (= 0,12)
genaueste Messung bei Z-Resonanz (LEP) (Beobachtung von 3 Jets
zuerst bei DESY, ete-Speichering PETRA)

¢) ete” —qqGG,q3q'7" . .
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nicht-Abelsche 3-G-
- Kopplung (exp. verifiziert)

(ii) Prozesse an Hadron-Collidern Tevatron: p-p; v/S = 2 TeV
LHC: p-p; VS = 14 TeV

qq — tt (Top-Quark-Erzeugung):
Miop ~ 172 Gev (172,6 + 1,4 GeV)

q,q aus Proton und AntiprotOJln (Tevatron)

q td
a
2a
, ¢ &
M fiir qq — tt
% <
M = lf Y (T)u(Ta)iy (07" u)(@',0")
a=1
! J
a Ik, j,1:
Colour der q,q
und tt
k n

IMPP = M- M~ (Ta)ik(Ta)is (T, (Th);;
a.b N N
' (To)kt (Ty)js

Uber j,i Summieren und iiber k,1 Mitteln ergibt:

1
IM]? = 3" *ZZZ Ve (To) w1 (Ta)i5 (o) i
ab Lk 4,7

1

- §z:TerTI7 Tr(T,T)
11 1 8 2

= —_ - 750, =3 ' 1= 3
gzbg b 9 4 9

Anmerkung: Es gibt noch weitere Beitrige aus der Gluon-Fusion
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(S

mit der Gluon-Dichte G(z) im Proton.

Klein beim Tevatron, dominant beim LHC wegen der héheren Energie v/S = 14
TeV.

12.5 Starke Kopplungskonstante

laufende Kopplung, “running coupling*

12.5.1 « in der QED
WW zwischen geladenen Teilchen:

~ €2 =d4ra mit a = und

Q2 e: klassische Ladung

1
137,086...

Ladung wird modifiziert durch Schleifen-Terme (~ hohere Ordnung Storungs-
theorie):

~e T
——

Vakuum-Polarisation

~ 62 Ef:e,...,q Q?‘()

Q% = ?% ZQ?[log 2; + (... von Q* unabh. Terme)]
f

gilt fiir Q%[ > m?, sonst I[(Q2) ~ 2 — 0 fir Q% < m3.
f

Wiederholtes Einsetzten und Summieren:
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~ 1+ 1(Q%) +I(Q?*)* +...]

effektives a:

262

ﬁ(?) geometrische Reihe

laufende Kopplung der QED?

T T 1Tt T T 1T
03
=
0.2 |
01
| |
o L | . L | . 5
1 10 10
u GeV

Abbildung 12.1: laufende QCD-Kopplung

1

z. B. bei M; = 91: a(M?) = ﬁ (Zf mit f = e, p,7,u,d,...,b, ohne top,
da M2 < m}) Statt @ = 3=
festen) Q3 gewihlt werden.

als Input kann a(Q3) bei einem beliebigen (aber

Experiment af Q%)

1 _ 1 1 9 QQ
a(@) o g%:@f(logm—?Jr...)

L1 LN, O
OK(Q%)a%;Qf(logm}Jr...)

2wichst an mit @2, siche auch Abbildung 12.1
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ergibt:

1 1 1 Q? Bo, @
—ﬁ:—*ZQ?‘IOgQ*%:—ﬁIOgQ*% (1)

wobel

4
Bo=3 QF>0
-

Auflésen nach a(Q?) ergibt:

2
a(Q?) = —ll___ ™)
1- Toﬁo log 2
erfiillt DGL
da(Q2) Bo
2 _Po 2
@ aQ? 4

Evolutionsgleichung, Renormierungsgruppen-Gleichung (RGE)
(1), (17) ist Losung mit Anfangsbedingung a(Q3).

Allgemein lautet die RGE (aus QFT):

da

dQ?
mit der S-Funktion (), die das Laufen von « bestimmt. 8(«) kann perturbativ
berechnet werden:

Q*—=5 = Bla)

_Bo oo, B g

Ble) = 42+ ™
~——

1-Loop 2-Loop

MI\@\IW H(Q_LOOP) = 7(46‘_1)2 a2 log Q2 +...

Die Losung der RGE entspricht dem Aufsummieren der geometrischen Reihe

1+H0+1?+ - = 15 = Aufsummieren von " log "QQ:
0

Vorzeichen von B(«) bestimmt das asymptotische Verhalten von «

12.5.2 o, in der QCD
WW zwischen Quarks (starke WW):

QQ

~ 93 =4ma
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Vakuum-Polarisation durch virtuelle Quark-Antiquark-Paare:

~ g% = dray

9@ = > ng(Ta)ij(Tb)jz' - [Rest wie QED]

:TT‘(TaTb):%(;ab
Man erhiilt demnach 19 aus TI9FP durch Ersetzten:
1
Y e Y e by
f=e,pn,7.q q

Also: )
no@?) =2 - 1y, (10g m9+...) — @ . gl0 . 1og Q2 + (... von Q2 unabh.)
mit

R NORERE 2

e ny: Anzahl der Flavour (< 6)

o (ny =5 fiir Q* <m?)

Soweit alles analog zu QED. Es ergiibe sich ein Anwachsen von a,(Q?) mit

wachsendem Q2. Jedoch: By = ﬁéq) + ﬁég) mit einem weiteren nicht-abelschen
Beitrag von den Gluonen:

ﬂég) =411 (Vorzeichen!)

Damit:

2
ﬁozll—gnf

%ﬂ0>0fﬁrnf<3f23
Da empirisch ny < 6 gilt, ist also 5y < 0.
Laufende Kopplung der QCD:

Qg (Qg

)
aS(Q2> = . 2
1+ 75£§0) (11 — %nf) logg—g
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as(Q?%) — 0 fiir Q% —

starke WW wird schwach fiir grofie Q2. Diese Eigenschaft wird als ,,asympto-
tische Freiheit*“ bezeichnet und ist eine wesentliche Eigenschaft der QCD.
Beispiel:

as(M2)=0,12 M, =91 GeV
as(m?2)=0,34 m, =1,8 GeV

Bei kleinen Q?: a4(Q?) wird groB, divergiert fiir ein bestimmtes Q% = A2

—127
33 — 2ny)as(Q7)

_ 2 _ 2
aS(A2)_O & A—Qoexp(

| A = (200 + 100) MeV |

Die laufende Kopplungskonstante lasst sich durch A ausdriicken, wenn man
as(Q3) durch A substituiert:

1 1 1 (11 2 )1 A2
- - fn o
O‘S(AQ) O‘S(Q%) 4 ! Q2 QO
———
=0
und damit
ISR B TR
as(Q?)  4r 3" )8 )z

oder aufgeldst nach o, (Q?):

127
(33 —2ny)log %;

Qs (Qz) =

A bestimmt die Skala, wo die Storungsrechnung nicht mehr anwendbar ist. (zum
Vergleich: II-Masse m, ~ 140 MeV) Stérungsrechnung fiir |Q?| > A?
Die Unsicherheit von A hat mehrere Griinde:

e exp. Fehler von a4(Q3)
e Abhéngigkeit von der Ordnung der Stérungsrechnung

e Abhingigkeit von der Zahl der ,,aktiven* Flavour, d.h. derjenigen die zum
Laufen beitragen.

Fiir Q? < A? sind nicht-perturbative Methoden nétig, wie z. B. Gitter-Appro-
ximation, oder chirale Stérungsrechnung,. . .
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Anhang A

Grundlagen

Abbildung Nuklidkarte (siehe Abbildung A.1, Seite 173)
Halbwertszeit und Aktivitat A:

A = —— =
o An(t)

mit n(t) = Zahl der vorhandenen Kerne und ng = n(t = 0)
= A(t) = X - n(t) = dnge ™

Lebensdauer 7 = 1/)\ und Halbwertszeit T}/, = 7 - In2.

Isomere: Nukleare Anregungen haben in der Regel kurze Halbwertszeiten.
(Ty/2 ~ 1072 bis 1071 s)

Welle-Teilchen-Dualismus: Teilchen mit Impuls p, Wellenvektor k mit P = hk
und Wellenlange A:

\_ 2 _2h_h
k p P
Unschérferelation:
h
Ax - Ap 2 —
2
Um Objekte der Grofie Az ~ fm auflosen zu konnen:
MeV fm
2mwh 2002222
S A< Az =p> Lbzw.pzic ~ 200 MeV/c
P fm
Vierervektoren:
Ort: x = (ct, X) Impuls: p = (E/¢, p)

Skalarprodukt zweier Vierervektoren a und b:
a - b:aobo—a' g
Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist lorentz-invariant! z.B.:

E2
p’=p p=—5 —p° = const
c
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Im Ruhesystem gilt = 0 und

s  E? mZm? 9 9
p = 72 = > = MM C
c c

dabei ist m = \/p?/c die invariante Masse.

Energie- und Impulserhaltung: Gesamtenergie £ = \/m2c* + p?c2. Beim Pho-
ton mit m = 0 ist £ = pe. Fur pc < mgc? gilt die nicht relativistische
Néiherung;:

2
E ~ m002 + P
2m0
Geschwindigkeiten: 3 := £ und vy := (1 - B2)~1/2
= E = ymoc? und p = ymgou
Drehimpuls:
klassisch: [=7xp
quantenmechanisch: L = —ihi(7F x V)
Erwartungswerte: < L2 >=[(l + 1)h?
<L,>>mhmitm=-1,-1+1,...,1
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Anhang B

Formelsammlung

A) Photon-Feld

dgk’ —ikx 7 * _tkx
AH(x) 2n) 3/2 Z/ 2k0 | M(k)e ™ 4 ay (k) Tl (k) e }

a: Vernichter, a™: Erzeuger von Photonen.

af (k) [0) = |kA), ax(k) [E'N) = 2k063(k — k') |0) Gxx (sonst 0).

e\ (k): Polarisationvektoren, A + 1: Helizitét, A = 1,2: lineare Polarisation.
E“'k#:O,€2:71

B) Dirac-Feld (am Beispiel ¢~ e™)

3
N W 2 / ;%: {C” (p)uq(p)e™P* + df (p)vy (p)e“’x}

¢, ¢t Vernichter /Erzeuger von e~
d,d*: Vernichter /Erzeuger von e™

¢z (p)[0) = le”,po), d|0) = [e*, po)
Ca(p) |677p/0—/> = 50’0" : 2p053(ﬁ7ﬁ/) |0>

do(p) |€+ap/0/> = 500’ . 2p053(ﬁ_ ﬁl) |0>

(sonst ergibt sich immer 0)
Spinoren u, v sind normiert geméfl tu = 2m, tv = —2m. 1-Teilchen-Zustéinde
sind normiert gem#f (po|p'o’) = 2p°6% (5 — §') 050 -
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27-Pol-Moment Formfaktors, 104
elektrisches, 116 freeze out, 127

magnetisches, 117
Gamov-Faktor, 131

Aktivitat, 165 Gamovfaktor, 32
Asymmetrieterm, 27 Gluon-Felder, 163
Auswahlregeln, 116 Gluonen, 6
Barionen, 6 Hadronen, 6
Baryon-Antibaryon Asymetrie, 130 Halbwertszeit, 165
Big Bang Modell, 127 hard core, 152
Bindungsenergie, 25 .
BF-Zerfall, 29 Innere Konversion, 124
Bragg-Kurve, 64 invariante Masse, 167
Breit-Wigner-Formel, 123 Isobare, 24

Isomere, 165
Chandrasekhar-Limit, 134 Isomere Zusténde, 125
Chandrasekharmasse, 134 Isotone, 24
Colour, 163 Isotope, 24

Coulombterm, 27 Kernfluoreszenz, 118

Dipolresonanz, 125 Kernfusion, 33

Dirac-Gleichung, 156 Kerpspaltung, 33 )
Dirac-See, 19 Klein-Gordon-Gleichung, 11, 155

Konversionskoeffizient, 124
Eichbosonen, 162

Eichfeld, 157 Lécherthfaorie, 19
Eichfelder, 160, 162 Lamb-Shift, 145
Eichgruppe, 157 Lebensdauer, 165
Eichtransformation L.eptonen, 6

globale, 156 Lie-Gruppe, 1.59

lokale, 156 Lorentz-Verteilung, 124

Ej-Strahlung, 115 magische Zahlen, 39
Ey-Strahlung, 113 Massendefekt, 24
Elektroneneinfang, 30 Maxwell-Gleichungen, 156

Feld-Operator, 20 %%ﬁbtrahluggl;tl 1319
Feldgleichung, 155 obbaueretiext,

Fermis’s goldene Regel, 103 Mott-Wirkungsquerschnitt, 98

Feynman-Diagramme, 7 Oberflichenterm, 27
Feynman-Regeln, 139, 144, 162
Flavour, 163 p-Prozess, 133
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Paarungsterm, 28

r-Prozess, 134
Rosenbluth-Formel, 102
Rutherford-Wirkungsquerschnitt:, 96

s-Prozess, 133
Sachs-Formfaktoren, 102
Schleifen, 144
Seperationsenergie, 25
Spaltung

spontane, 34
Super Nova, 134

Vektor-Kugelfunktionen, 113
Vektorbosonen, 6
Virialtheorem, 131
Volumenterm, 27

Wechselwirkung
schwache, 7, 29, 30
starke, 7
Weizsdcker Massenformel, 27
Wirkungsquerschnitt
differentielle, 55
totale, 55
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